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HAUPTAUFSÄTZE 


Beiträge zur Lösung des ebenen Problems eines elastischen 


Körpers mittels der Airyschen Spannungsfunktion. ) 
Von WOLFGANG RIEDEL in Göttingen. | 


(Mitteilung aus dem Institut für angewandte Mechanik der Universität Göttingen.) 







as ebene Problem eines elastischen Körpers läßt sich bekanntlich mit Hilfe der 

Airyschen Spannungsfunktion behandeln’). Als Bezeichnungsweise der elastischen 

Größen ist folgende gewählt: 5, 7, © bedeuten die Komponenten der Verschiebung 
eines Punktes (x, %, 2), ©,, ©,, 0. die Normalspannungen, 7,,, 7;:, 7,. die Schubspannungs- 
komponenten, &,, &,, € die spezifischen Dehnungen, y.,, /y:. }z: die spezifischen Schiebungen. 
"ir den Fall, daß keine Massenkräfte wirken, genügt die Airysche Spannungsfunktion 
der partiellen Differentialgleichung 











ot F 20 F ÖJtF 
Pr - a 4 J F = 0, 
It Ve Oy“ Iy* 
und die Spannungskomponenten berechnen sich aus: 
O?F O0? F 0? F 
And „9 6, — | T; y j 
Uy“ O x° OroOy 





»+i den zweidimensionalen elastischen Systemen unterscheidet man bekanntlich 
a) den ebenen Verzerrungszustand, bei dem sich Punkte, die vor der Verzerrung 
auf einer zur 2 — y— Ebene parallelen Ebene liegen, auch nach der Verzerrung 
auf einer solchen Ebene befinden (e — konstans) und 
b) den ebenen Spannungszustand, bei dem 0, — 0 ist. 







) Auszug aus der Göttinger Dissertation des Verfassers. Referenten: Prof, Dr. Prandtl und 
"of Dr. Nädai. Hrn. Prof. Prandtl und Hrn. Prof. Nädai möchte ich auch an dieser Stelle für die 
nregung zu der vorliegenden Arbeit und die Unterstützung während derselben herzlichst danken. 
*) A. Föppl, Vorl. über techn. Mech. Bd. 5 (1922). S. 51. — A. u. L. Föppl, Drang und Zwang, 
4.141920) 8.235. — A. E.H. Love, Lehrbuch der Elastizität (Deutsch von A. Timpe) 1907, S. 103, - 
sadai, Elastische Platten 1925, S. 222. 
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Die vorliegende Arbeit behandelt drei Fälle des ebenen Verzerrungszustandes, di: 

eine praktische Bedeutung für die Anwendungen haben, und zwar: 

I. den ebenen Verzerrungszustand in einem prismatischen Körper, der zwischen 
zwei vollkommen starren, ebenen Platten auf Druck beansprucht wird (»Druck- 
versuch«), 

II. Die Verteilung der Spannungen in der Umgebung der Angrifisstelle einer Einzel- 
kraft, die an einem Balken von rechteckigem Querschnitt angreift, 

Ill. Die Singularität der Einzelkraft, die in einem inneren Punkt einer Halbebene 

















angreiit. 
I. Der zwischen zwei vollkommen starren ebenen 

| 4 Platten auf Druck beanspruchte prismatische Körper. 
WILL 1. Problemstellung. Der elastische Körper sei durch 
die Ebenen = ta, y = tb begrenzt; zwischen den als un- 
Y 9 endlich starr angesehenen Platten A und B werde er in der 
Eu —3—[-t- Richtung der Y-Achse auf Druck beansprucht. Es wird voraus- 
| gesetzt, daß die Reibung zwischen den Druckplatten und dem 
E Körper so groß sei, daß an jeder Stelle der Druckflächen 
AUSSLLSESEESEISLELEHLLEIEL y=+b:5=0 sei; die Teile des Körpers verschieben sich also 
ne. 10] nicht relativ zu den Druckplatten. Der Zusammendrückung des 
| Körpers entspricht in den Ebenen y= +b eine überall gleiche 
Abb. 1. Verschiebung 7 = konstans. Die Spannungsfunktion # ist somit 

unter den folgenden Grenzbedingungen zu bestimmen: 
l. die beiden Ränder = +a sind spannungsfrei; für = ta it s,=7r,—(, 
2. auf der Geraden y=-+b ist S=0, 7= k, »y=-—-bit$=0, 1n=k. 


Zur Lösung dieser Randwertaufgabe der Differentialgleichung J / F= 0 wurde ein Nähe- 
runesveriahren benutzt, das in dem Ersatz des elastischen Kontinuums durch ein Fach- 
werk bestand. 

In einer nach Abschluß der Rechnungen erschienenen Arbeit von Prof. Timo- 
schenko') werden für diesen Belastungsfall dieselben Grenzbedingungen vorgeschlagen. 
Auf die Ergebnisse der Rechnung wird später eingegangen (vergl. S. 176). 

Die Theorie der »Druckversuche« für achsensymmetrische Probleme haben L.N. 
G. Filon?), R. Girtler‘) und E. Mvsz') behandelt. 


2. Das Fachwerkverfahren, Formulierung der 
statischen Aufgabe. Nach einer Anregung von Hrn. Prof. 
Prandtl soll das elastische Kontinuum durch ein Fach- 
werk ersetzt werden. Wir knüpfen an eine Abhandlung von 
K. Wieghardt’) an und wählen ein quadratisch aufgebautes 
Fachwerk mit vier Haupt- und zwei Diagonalstäben in jedem 
(Juadrat; das Fachwerk denken wir uns aus Elementen derart 
zusammengesetzt, daß die Hauptstäbe im Fachwerk die Quer 
schnitte 2f, die Randstäbe den Querschnitt /f haben. Der 
(Querschnitt der Diagonalstäbe sei /. Abb. 2 stellt einen aus 
vier Elementen bestehenden Teil des Fachwerks dar. Greifen 
an den ltandknotenpunkten des Fachwerks Kräfte an, so 
treten in den Stäben Spannungen auf, die Verschiebungen der 
Knotenpunkte zur Folge haben. Es besteht die Aufgabe, bei 














Abb. 2. 


) s. Timosehenko, The Approximate Solution of Two-Dimensional Problems in Elastiecity, 
Phil. Magazine, 6. Series 252, June, 1924. 

4) 1..N.G. Filon, On the Elastie Equilibrium of Cireular Cylinders under Certain Practical 
Systems of Load, Phil. Triansactions of London, 1902, A, 198, S. 174. 

’») R. Girtler, Ueber das Potential der Spannungskräfte in elastischen Körpern als Maß deı 
Bruchrefahr, Wien, Ber. 1907, 3. Heft, S. 509. 

') E. Mysz, Beitrag zur Theorie des Druckversuchs. Darmst. Diss. 1909. 


F 


>, K, Wieghardt, Ueber einen Grenzübergang der Elastizitätslehre.. Verhandl. d. Vereins z 
Beförd. d. Gewerbetleißes, Bd. 85 (1906), S. 139. — Wiezrhardt hat einen Zusammenhang zwischen der 


Airyschen Spannungstläche eines elastisch-isotropen Kontinuums und dem Spannungspolveder eines ebenen 
Kachwerks herausgearbeitet und gefunden, daß bei zunehmender Keinmaschigkeit des Fachwerks in deı 
Grenze das Spannungspolyeder in die Airysche Fläche übergeht; die Spannungen eines elastisch-isotropen 
Kontinuums können also als Grenzwerte der Fachwerksspannungen aufgefaßt werden. 
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einem vorgegebenen Belastungsfall die Stabkräfte S und die Verschiebungen der Knoten- 
»unkte £& und 7 zu berechnen. In Abb. 2 sind die Knotenpunkte durch Zahlen 0...S, 
entsprechend die Verschiebungsgrößen &,n durch Indizes gekennzeichnet; die Indizes bei 
den Stabkräften S deuten an, welche Knotenpunkte der Stab verbindet; « ist die ursprüng- 
iche Länge eines Hauptstabes und E der Elastizitätsmodul. 
Am Punkte 0 ergibt die Forderung des Gleichgewichtes der Stabkräfte zwei Glei- 

chungen: | 

ScıV 2 +89 — 81 — 8512 —-Sc+tSs=0, 

So 3 | 2+ So 4 Pa So 6 2 807 | > 808 + 802 =U, 
Bei n Knotenpunkten erhält man 2 n Gleichgewichtsbedingungen. Die Verlängerung der 
Stäbe kann durch die Verschiebungen der Knotenpunkte ausgedrückt werden. Die Ver- 
bindung zwischen diesen geometrischen Bedingungen und den Gleichgewichtsgleichungen 
liefert das Hookesche Gesetz. Als Beziehung zwischen der Längenänderung und der 
Spannkraft eines Stabes erhält man für die am Knotenpunkt 0 mündenden Stäbe: 


2/fE , ri 2/E ı a 
Soı zu (5, . &) y So: = (So le 55) ’ 
a a 
Sr fES-&+tre—m 5 fEb-GS+m—n 
= 5) u ’ 
a 2 2 ay 2 \2 
; 2fE i 2fE 
03 = 2 (73 — 90); So 7 — 5 (mo — 11), 
TEb-EU+rnr-m ’ f'E &—- oh +m— ns 
So 4 pe — y So8 = 


a2 2 al 2 (2 
Nach Einsetzung dieser Ausdrücke für die Stabkräfte in die Gleichgewichtsglei- 
chungen hat man für die 2 rn unbekannten Verschiebungsgrößen 2 n Gleichungen zur Ver- 
ügung, die außer Zahlwerten die Größe //f’ enthalten. Außer den Randbedingungen in $ 
und , müssen die äußeren Kräfte, die in den Randpunkten angreifen, in den Gleichge- 


wichtsgleichungen der betreffenden Punkte berücksichtigt werden. 


3. Die Isotropie-Forderung. Eine Forderung ist noch nicht zum Ausdruck 
gekommen, nämlich die, daß das Ersatzfachwerk eine möglichst gute Annäherung an den 
elastisch-isotropen Körper darstellen soll. Durch die Wahl des Verhältnisses f/f' kann - 
erreicht werden, daß das Fachwerk sich in zwei Richtungen elastisch gleich verhält. 
Die Forderung der Isotropie verlangt also, daß, wenn das Fachwerk in Richtung der 
Diagonale auf Zug beansprucht wird, es sich für gleiche Mittelwerte der Zugspannung um 
ebensoviel ausdehnen soll, als wie wenn es in der Richtung der X- oder Y-Achse auf 
/ug belastet wird. Es genügt, aus dem Fachwerk eine Masche zu betrachten. 




















RA [RAnZs)] 


Abh. 3. Abb. 4. Abh. 5. 


In Abb. 3 ist das Element mit den Knotenpunkten 3, 4, 5, 6 ein in Richtung der 
\oordinatenachsen, das Element mit den Eckpunkten 0, 1, 2, 3 ein in Richtung der 
>iagonalstäbe orientiertes Fachwerkelement. Beide Elemente sind in Abb. 4 und 5 her- 
Ausgezeichnet; gleich große Zugkräfte P greifen an den Knotenpunkten an. Bei der 
erauspräparierung dieser Elemente sind die Haupt- bzw. Diagonalstäbe des Fachwerks 
‘angs aufgespalten. Bei dem in der Achsenrichtung orientierten Element haben also die 
»egrenzungsstäbe den Querschnitt /, die Diagonalstäbe den Querschnitt f'. Das in Richtung 
'er Diagonale orientierte Element hat Begrenzungsstäbe mit dem Querschnitt f’/2 und 
"inen Diagonalstab mit dem Querschnitt 2f. Bei den augenblicklich als Knoten gedachten 


12” 
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Punkten 0 und 2 wird das Gleichgewicht dadurch hergestellt, daß bei 0 und 2 entgegen. 
gesetzt gleiche Kräfte () angebracht werden (Abb. 5). Von beiden Elementen wird ve: 
langt, daß wie bei einem elastischen Körper die Querkontraktion das »-fache der Aus 
dehnunrge in der Zugrichtung ist (» Poissonsche Zahl). Bei dem in Abb. 4 dargestellte 
Element ergibt die Gleichgewichtsbedingung in horizontaler Richtung am Pankte 6: 


Ay 3 | 2 4 Sa = (0 


und nach Einsetzen der auf S. 171 aufgestellten Beziehungen zwischen Stabkraft und Veı 
schiebung der Knotenpunkte: 


Sle+fr (s+tm)=0, 
wobei als Anfangsbedingung =, =13—=0 festgelegt ist. Man erhält das in Abb. 
dargestellte deformierte Element als Lösung, wenn 
f 1 — v 
jr ıQ v | 2 


ist. In entsprechender Weise ergibt sich für das in der Diagonalrichtung orientiert: 
Element, wenn dieses sich so deformieren soll, wie Abb. 7 andeutet: 

et v 

f | 2 1—rv 
Beide Gleichungen für //f' ergeben nach Elimination von » die Beziehung: 


if = 1/8. 
Nach der oben entwickelten Anschauung wird demnach die beste Annäherung an 
den elastisch-isotropen Körper erreicht, wenn in dem Ersatzfachwerk die Hauptstäbe den 
selben (uerschnitt wie die Diagonalstäbe, die Randstäbe also den halben erhalten. 

















Abb. 6. Abb. 7. Abb. 8. 


4. Das Ersatzfachwerk. Bei dem Problem eines Körpers zwischen zwei starren 
Platten wird die in Abb. 1 gezeichnete Schnittfigur durch ein quadratisch aufgebautes 
Fachwerk auf Grund der angegebenen Wieghardtschen Betrachtungen ersetzt. Die Rech 
nung ist durchgeführt für eine «quadratische Schnittfigur (@a=b). Aus Symmetriegründen 
genügt es, die Betrachtungen auf einen Quadranten auszudehnen. Die Netzeinteilung ist sı 
gewählt, daß ein Quadrant 16 Knotenpunkte enthält (Abb. 5). Je mehr Knotenpunkte 
vorhanden sind, umso genauer wird der Spannungsverlaui dem des elastischen Körpers 
angeglichen werden können. Bei Berücksichtigung der oben verlangten lkandbedingungen 


o,=T, v für =ta, S—0 5 
W ...,.tiey— ka, 
Ai für y=(, / Fk) 
E—0 für 2 == 0, 
ist: 
WURTE. SUPEHIE, SOBHER: SUUEERE GUUETEEE VOCEHEER VERRNEEe 
1 7 u | ee TE E25 EEE 1} Edi 
nı =N 3 —=-Mm=V\; = Nlu—ens=ne—=—k 


Es werden in den Fachwerkpunkten Zugspannuneen angenommen; nach Lösung di 
Gleichgewichtsgleichungen erhält man die Stabkräfte mit positivem oder negativem Zeiche 
je nachdem sie bei Gleichgewicht des ganzen Systems Zug- oder Druckkräfte sind. 
u .. 2fE fE 
Die Stabkräite sind: (m = Nn— ) 


a 2a 
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Fr . a & 
Yr m &, Sıı=m(S5: — 5), Sy 12 =M (Sı2 
- . v er Y 
Sa =m(S3 — Sı), Ss =m(&s — $7), Su=0, 
= m \ Y c y \ 
= mM (&, 3); 9, 10 mM -<19 5 D 14,1 =), 
ER > ct ie V 
N = M<öoy 510, 11 = M (Sjı 10); 15,16 VD, 
Y V V Fa. 
N mM; , NY ‚10 = mM \Nıo — Fü); NY I, 15 = m d/ 
f / mt 
/ V Pr 1 \ Y BE 
Y IH 19 Ns) . S1o, 14 m (k t 110) . Yu = = ls y 
m 
. \ N N z { 
NH (k + 19 y N) ’ 77 ie . N) ‚12 _ 112 
? 7 
b) Mm; 7,11 m (mi 11), 12,16 = WR 
e- Y (3 / . 
N = N \s6 + /E } , NN) y lo = N ("10 H- 110 h ‚) y N 1, 14 = N (k 
N n \< st N), NIE / (Sıı — +9 N); 104 1 n (Sıo 
J N\- ss tn), ren |\sıa — Sı + Mia ir); Nil,i1c = N \<Sıı 
Ä c ' Y = : v fe: 
Y _— N (&, + 1 » N) ‚ — N (& e 19 X Hi 10, 13 N (So 
Y ht (S3 u & 7 6) 5) 87, 0 = N\sı —7 -10 r Nıo 7 5 Sıı, a (Sıı 
c 5. ; y ce TC \ in 
—— N (&, e7 t N) ’ Na. 11 = N ($ u + Nı —— Ns) , 12. 15 N (Sı3 rn 
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Sıı); 
t N) » 
1 ’ 
+ 12) , 
- Yo) 
l 
-k-+nn), 
+ k + N), 
k ae No), 
k Mı); 
k nie N2).- 


ir die Punkte I bis 12 werden je zwei Gleichgewichtsgleichungen der Stabkräfte auf- 
restellt, wobei in den auf den Achsen liegenden Punkten je eine Gleichung identisch 
erfüllt ist (im Punkte 1 beide Gleichungen), da aus Symmetriegründen die Stabkräfte in 


en anderen Quadranten denen des 


ersten Quadranten entsprechend sind. Der 


spannungs- 


'reie Rand kommt dadurch zum Ausdruck, daß in den Punkten 4, 5, 12 die Stabkräfte für 

ı im Gleichgewicht sind, da keine äußeren Kräfte angreifen. Werden in 
Verschiebungsgrößen ersetzt, so erhält man für die 
ıbekannten 17 Verschiebungsgrößen (9 5- und 8 7-Größen) 17 Gleichungen, die nach Ein- 
tzung von f/f=1/2 außer der Konstanten k nur Zahlen enthalten. Das 


huneen die Stabkräfte durch die 


schema ist folgendes: (es ist für | 
ı erleichtern). 


diesen Glei- 


Gleichungs- 


2 —= 1,4 gesetzt, um die Durchführung der Rechnung 














£ &, £ E E, Ei &ı Sn ns r n: 8 rg ni nı nı9 
1,4 +1 I | - 0 
1,’ +1,41 +1 | | +1 () 
1.4. +2,4 | +1 0 
Hl 1, N +1,11 +1 0 
| 9,6 +2,8 +1 | +1 = () 
| +1 9,6 +1 +25 +1 == (0) 
+1 2,8 —9,6 +2,8 +1 +1 1 Hi v 
| -] +1 9,6 + | +2,83 +1 0 
| 2,5 +4,8 1 +1 — () 
| | 1,8 +1 +1,4 0 
-1 +1,4 +1 1,8 == 2,4% 
+1 9,6 +2,8 +1 | - 0) 
| +1 +28 +1 9,6 + 4,5% 
| +1 +2,8| -9,6 +2,83 +1 | —() 
+1 | +1 2,8 +1 96 +4,38 
1 -—2,8 +4,38 1 + k 
+1 +1 +14 1.81 = + 2,4% 


5. Das Deformationsbild. 


Die Gleichgewichtsgleiehungen sind nach 


dem Elimi 


onsverfahren von Runge') gelöst; es ergeben sich folgende Werte für die Verschie 


rsorößen: 


5 = 0,135, So = 0,063 k, nn = —0,294k, 
Ss —=0275K%K, 5, = 0,187, ng = 0,708 k, 
& 0,406 k, 3 = 0,263 k, = 0,707 k, 
) Praktische Analysis von v. Sanden, 1914, Kap. IX, S. 129. ©. Runge und H. König. 
risches Rechnen, 1924, Kap. II, S. 33. 
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& 0,1 15 k . ns = 0,369 k r Nı = 0,697 k ’ 
&7 0,243 k, 6 am 0,367 k . nn = 0,607 k. 
& 0,372k, 7 — 0,348 k, 


Abb. o gibt ein Bild des deformierten Körpers, wobei k, die Verschiebung der Punkte de 
Berührungsfläche mit der Platte in der Druckrichtung, sehr groß im Verhältnis zu deı 
Stablänge gezeichnet ist. Man erkennt, wie auch anschauungsgemäß erwartet werden 
konnte, eine Ausbauchung des Körpers in der zum Druck senkrechten Richtung und 
gleichzeitig eine leichte Auswölbung der Fachwerkelemente in der Druckrichtung. 


Die gefundenen Verschiebungsgrößen werden in die Gleichungen für die Stabkräfte 


eingesetzt (zu jedem Zahlwert kommt als Faktor = — f =): 
( 

Sa = — 0,270 cc, Sa = — 0,263 c, Ser = — 0,256 cc, 

Sa = — 0,279e, I = — 0,231 c, Sr = — 0,258 c, 
S9,10 = — 0,126, Su,ıs = 0,440 ec, Ss, ı2 = 0,314 c, 
Sıo, 11 = 0,147 c, IS; = 0,758 cc, Sı3, 16 = 0,393 C, 
Sı1,13 = — 0,252 c, So; = 0,678c, Sa; = 0,234 c, 

Sıs = 0,252 c, Sy, 13 = 0,584 ce, S3s = 0,207 c, 

Syr = 0,240 ce, Sas = 0,734 c, Sır=0,184e, 

S3s = 0,196 c, Ss, 10 = 0,680 ec, Sea = 0,226 c, 
Ss, 10 = 0,275 c, So, 11 = 0,586 €, S7,10—= 0,179, 
Dos = 0,309 c, 37 = 0,695 c, Ss,1ı = 0,168 c, 
S7,13 = 0,240, S7,11ı = 0,699 c, S10, ı3 = 0,230 c, 
Ss, 1 5 0,292 c, Sıı,15 = 0,606 ec, Dr, 14 = 0,166 6, 
Sıo,15 = 0,356, Sıs = 0,294 c, S12,15 = 0,130 ec. | 


a 6. Der Spannungsverlauf. 
| | | | Es ist nunmehr anzugeben, wie 
> aus den Stabkräften Näherungs- 
| werte für die Spannungen 9,, 0,, 7, 


LSIPSDS RER des Kontinuums erhalten werden 
SLLRERS können. e 





























SIT /mIT er 7, 
IIZZZZEEND 2 
SSR; FR 
ZEITEN 

| | | RuTd Ve; 


Es sollen die Spannungen des Kontinuums durch Mittelwerte o,, 9,, 7x, in den 
Fachwerkpunkten ersetzt werden, d.h. statt einer stetigen Kurve wird eine Stufenkurve 
betrachtet, wobei sich eine Stufe von der Mitte eines Stabes zu der Mitte des folgenden 
erstreckt, so daß also bei inneren Knotenpunkten die Mittelwerte 0,, 9, , 7r, mit «, der 
Stablänge, bei den Randpunkten 4, S, 12:0, mit «2 multipliziert werden muß, um aus 
den Stabkräften erhalten zu werden. 

Nach Abb. 10 seien die Stabkräfte der 8 in einem Knotenpunkt 0 mündenden Stäbe 
a...h. Bei einem Schnitt 1 durch die Stäbe „, c, e erhält man zwei Komponenten, eine 
in Richtung der X-, die andere in Richtung der Y-Achse. Die erste wollen wir als 














nd T. Heft > = . . . v.. — 
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Schubkraft 7, bezeichnen, die zweite ist 0, @. Würden wir denselben Schnitt durch die 

Stäbe /, d, A führen, so würde man als Vertikalkomponente dieselbe Krait o, - «, dagegen 

ls Horizontalkomponente eine andere Schubkraft z, erhalten. Bei einem Schnitt 2 durch 

lie Stäbe e, a, h bekommt man als Kraft in der X-Richtung 0, :«, als andere Kompo- 

nente eine Schubkraft 7,, analog bei einem Schnitt durch die Stäbe g, b, f:0,.-«@ und 7;, 
Man erhält also im Punkte 0: 


# + ‘d e+4 h 
0,. = C++ Or, =ma4+ 


2 \ 2 

nd 7r,,@ soll als Mittel aus 7ı, 7,, 7; und 7, gerechnet werden: 
| 
Gy (+f—g-h). 
2| 2 
In den Randpunkten 13, 14, 15, 16 sind die Stabkräfte für sich nicht im Gleich- 
rewicht, sondern sie ergeben Auflagerkräfte, deren Komponenten 9, « und 7, «sind. Die 
Spannung 0, kann in diesen Punkten als Mittelwert berechnet werden. Wir erhalten 
im Punkte 14: 


[# | 0, 14 S 14, 11 Bu Sa, 14 7 Sı4, 1 
ö ; E ” +- ‚>14, 15 a b) 14 
2 2 | > a | > 


Ks ergibt sich folgende Uebersicht über die Spannungsverteilung, wobei zu den Zahlen 


VD 

















ı k E . 
als Faktor hinzukommt: 
a 2 
tenpunkt 0, 0 RZ Knotenpunkt 0, vr Bon. 
1 0,769 0,062 0 g 0,701 0,170 0 
w. 0.750 0.044 () 10 0,703 0.165 0,055 
Ä 0,658 0,012 0 1 0,727 0,127 0,103 
N 0.595 0 0 12 0,679 0 0 
; 0.750 0.095 () 13 0,659 0,2530 0 
h 0.743 0,079 0.032 14 0.639 0,229 0.063 
7 0.699 0,031 0,029 15 0.667 0,213 0,119 
= 0.607 0 0 16 0.989 0 0.4140 
Abb. 11 gibt ein graphisches Bild des Span- AR 
ıngsverlaufes. Man erkennt, daß die Druckspannung 
> _ j\ r 


der vertikalen Achse zum Mittelpunkt hin zu- 
nimmt, und zwar ist sie im Punkt.1 20 vH größer 





als in Punkt 13. In der horizontalen Achse ist eine T " 

Abnahme der Druckspannung zum Rande hin vor- Bu: : ; ua en 2 7 
handen; Punkt 4 hat ein um 22 vH kleineres o, als 

Punkt 1. An der Berührungsfläche mit der Platte 

haben wir eine Zunahme der in der Druckrichtung Ä 

verlaufenden Normalspannung und der Schubspan- =: a 


ıne von der Mitte zur Ecke hin, und zwar ist die 

'ruckspannung in der Ecke um 55 vH der Span- 

ung im Punkte 13 größer. Die Näherungsmethode, 
i 





x 





wir angewandt haben, kann uns jedoch keinen 
ufschluß geben über den wirklichen Wert der 
bannune in der Ecke, da diese durch das Zu 
ınmentrefilen aller vier Randbedingungen eine 4 





'nderstellung einnimmt?). 
Bei Versuchen mit Zylindern oder Prismen, 
!e in axialer Richtung auf Druck beansprucht Abb. 11. 


> 


(EHER ER. VEERERED CE: RER: Er 
—) ® —) I 


I, Während der Drucklerung vorliegender Abhandlung erschien eine Arbeit von Knein. Zur 


rie des Druckversuchs, Abhandl. aus d. Aerodynamischen Institut d. Techn. Hochschule Aachen, 
leit 7 (1927) |siehe auch diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), Heft 5], die die Singularität derselben Randwert 
ılgabe enthielt. 
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werden, beobachtet man, daß nach Ueberschreiten der Fließgrenze (Eisen) oder kurz 
vor dem Bruche (spröde Stofie) regelmäßige Zeichnungen stehen, die als Fließfiguren 
oder Gleitlinien bezeichnet werden‘). Diese Linien lassen bekanntlich die Schichten 
erkennen, in denen sich die Teile des beanspruchten Körpers stärker an der plastischen 
Formänderung beteiligen als die übrigen Teile. Die Tatsache, daß die Ausbildung dieser 
Fließfiguren bei auf Druck beanspruchten prismatischen Körpern von den Kanten aus 
beginnt, stellt das durch obige Rechnung gefundene Anschwellen der Tangential- und 
Druckspannung an der Berührungsfläche mit den Platten als wahrscheinlich hin. 

Die Ergebnisse der obigen Rechnung lassen einen Vergleich mit den Ergebnissen 
der schon erwähnten Abhandlung von Prof. Timoschenko zu (S. 170). Der mittels des 
Ritzschen Verfahrens?) errechnete Spannungsverlauf zeigt dieselben charakteristischen 
Kigenschaften: Die Druckspannung weist bei der Arbeit von Timoschenko an der Be- 
rührungsfläche mit den Platten eine Zunahme von 36 vH zum Rande hin auf, in der ver- 
tikalen Achse eine Zunahme von 9 vH zum Mittelpunkt des Körpers hin und in der 
horizontalen Achse eine Abnahme von 12 vH zum Rande hin. 


II Die Spannungsverteilung in der Nähe der Angriffsstelle einer 
Einzelkraft, die an einem Balken von rechteckigem Querschnitt angreift. 


7, Das Saint-Venantsche Prinzip. In der Saint-Venantschen Theorie der 
Stabbiegung wird gezeigt, daß die Normalspannung in Richtung der Balkenachse als 
lineare Funktion der Querschnittskoordinaten dargestellt wird, wenn keine Normalspan 
nungen senkrecht zur Stabachse wirken. Die Saint-Venantsche Theorie ist streng 
richtig, wenn bei Körpern, die dem Hookeschen Gesetz folgen, die Mantelfläche frei von 
Kräften ist und die Verteilung der Kräfte, die die Biegung bewirken, im Einklang mit 
den Biegungsgesetzen steht, wenn also z.B. die Kraft an dem Endquerschnitt nach dem 
Schubspannungsgesetz verteilt ist. In Wirklichkeit sind die Kräfte selten auf diese Weise 
an den Bauwerken angebracht, und die Theorie würde an Wert einbüßen, wenn eine 
Vernachlässigung der Bedingungen den Spannungszustand erheblich beeinflussen würde. 
Die Brauchbarkeit der Theorie bei Anwendung auf praktisch vorkommende Fälle ist mit 
dem Saint-Venantschen Prinzip begründet: nach diesem beeinflußt die besondere Art 
der Kraftübertragung wesentlich nur die nächste Umgebung der Kraftangrifistelle. Hier 
werden »lokale Störungen« hervorgerufen, die rasch ihre Wirkung verlieren für den Fall, 
daß die Länge des Balkens groß ist im Vergleich zu einem @uerschnittsdurchmesser. 
Außer einem kleinen Bereich in der Nähe des Kraftangrifis kann also die Saint-Venant 
sche Lösung als richtig angesehen werden. 


8. Formulierung der Aufgabe als Randwertaufgabe eines Parallelstreitens. 
Es soll nun an dem Beispiel eines Stabes mit rechteckigem Querschnitt versucht werden, 
die Verteilung der Spannungen in der Nähe der Angriiisstelle einer Einzelkraft zu be- 
stimmen, die durch gleichförmige Normalspannungen auf einer Balkenseite sich auf den 
Balken verteilt’). Diese Aufgabe führt auf ein ebenes Spannungsproblem, das sich durch 
die Airysche Spannungsfanktion lösen läßt. Wir betrachten einen Parallelstreifen, der 
von den Geraden y=0 und y=b begrenzt ist. Folgende Randbedirgungen werden 
vorgeschrieben: 

Auf der Geraden y— 0 soll eine periodische Verteilung von gleichförmigen Normal- 
spannungen gegeben sein, wie sie Abb. 12 veranschaulicht. Die Periode sei 2a, 2e sei 
das Gebiet des Kraftangriffs und p die 
auf die Längeneinheit bezogene Be- 

















| 
[ = rw a a lastung. 
Ra | Auf der Geraden „=0 wirken keine 
Il 5 I T Schubspannungen. 
24 m Der Rand y=Db soll vollkommen 
BASEL spannungsfrei sein. Wird a groß gegen- 
Abb. 12. über der Breite des Parallelstreifens ge- 


I), A. Nädai, Zur Mechanik der bildsamen Formänderungen, Berichte der Fachausschisse des 
Vereins Deutscher Eisenhüttenleute; Werkstoffausschuß, Bericht 56, 1925. 
-) Siehe A. Nädail, Elastische Platten, Berlin 1925, S. 274. 
Wiihrend der Drucklegung erschienen in den Abhandl. aus d. Aerodynamischen Institut der 
Techn. Hochschule Aachen, Heft 7 (1927), die Arbeiten: v. Kiärmän, Ueber die Grundlagen der Balken- 
theorie; Seewald, Die Spannungen und Formänderungen von Balken mit rechteckigem Querschnitt. 
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macht, so wird in dem Gebiet des Parallelstreifens, das von den Geraden x = +t.a/?2 be- 
orenzt wird, ein Spannungszustand dargestellt, den eine Einzelkraft von der (iröße 
P=?2pe auf einen Balken von der Breite 5b und der Länge a verursacht. 

Die Lösung soll mit der Methode der partikulären Lösungen versucht werden. 


9. Die „periodische Lösung“ der Halbebene und die „Kompensations- 
lösung“. Wir gehen zunächst von der Halbebene aus, die sich in dem Gebiet y > 0 
ıusbreitet. Am Rande soll eine periodische, unstetige Verteilung von Normalspannungen 
dargestellt werden, wie sie als eine Randbedingung des Parallelstreifens oben formuliert 
wurde. Die Airysche Spannungsfunktion 


\ nry nmy 
er \r. a n IT x ’ ‚,nwy r nn 
F=.2% A, cos e " +B E cos 

n { (L A dA 


liefert eine Darstellung des Spannungszustandes in der Halbebene') (s. Abb. 13). Die 
Begrenzungsgerade der Halbebene, in der Abb. 13 die X-Achse, soll frei von Schubspan- 
nungen sein: für „— 0 verschwindet 7, wenn A, — B, ist. Auf der X-Achse liefert #’ 
eine Normalspannung ©, in Form einer trigonometrischen Reihe: 

a,’ == Sa B n TT x u ( -) A! 

n a a 

Der Koeffizient a, wird so gewählt, daß durch die trigonometrische Reihe die in Abb. 13 
angedeutete periodische Verteilung von 0, dargestellt wird. Ist 2a die Intervallänge, 2 c 
das Gebiet, auf dem eine Druckkraft wirkt, und p=f(x) die auf die Längeneinheit be- 
zogene Belastung, so setzt sich der Reihenkoeffizient aus folgenden Integralen zusammen: 


za d + C a 
1 nıx p [ n ta v [ nnx p ? n t% 
= f (x) cos dt — cos dc-+ cos dx- co8 dx. 
a a a, a a, a a, a 
0 0) ad 2a 
Die Durchführung der Integration liefert: 
ID. une Ipo/a\’, nrne 
= - sin oder A, = | sin 

n TI a n TI n 7 a 


n die ungeralen Zahlen durchlaufen muß. Der Funktionsausdruck 




















nmy 
.. 4 f n n TE n ty 
F= 2 4Ae cos (i H ) 
N 1.3 a a 
mit dem errechneten Werte 4, gibt 
die Lösung für die Halbebene bei 
periodischer Verteilung von Normal- 
spannungen und keinem Auftreten 
von Schubspannungen am Rande an. 
cc 
een 1 T 
m m dBBBE 
IQ | —ı 
Lil x | \ 
r | >» | Al | 
U Y N 
\n nn > / 
.{q a Pr 
Bc u 
DE 
Abb. 13. Abb, 11 


im folgenden soll sie als die »periodische Lösung« der Halbebene bezeichnet werden. 

Von der Halbebene gehen wir zum Balken über, indem wir eine Schnittgerade in 
(er Entfernung b von der X-Achse ziehen. Auf dieser Geraden hahen wir resultierende 
\ormal- und Tangentialspannungen von der »periodischen Lösung«, wie sie Abb. 14 in 
der Nähe einer Druckkraft für den Fall = darstellt. 


') Vergl. A. Nädai. Elastische Platten, 1925. S. 225. 
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Machen wir a, die halbe Periode der Druckverteilung, sehr groß im Verhältnis zu 
b und gelingt es uns, die Gerade „=D durch Superposition einer anderen Lösung 
spannungslos zu machen, so wird im Bereiche des Druckgebietes der so erhaltene 
Spannungszustand dem gleichen, den eine Kraft von der Größe P=?2pe auf einem 
Balken von der Breite b in der nächsten Umgebung des Kraftangrifis verursacht. 

Als Airysche Spannungsfunktion, die die Spannungen auf der Geraden y—b 


. . “ . . a " r n TTx 
kompensieren soll, wählen wir einen Funktionsausdruck von der Foım #” = Y,,), cos 
da 
wo Y(, aus Hvperbelsinus- und Cosinusgliedern zusammengesetzt ist: 
y FETE > z Es 
. ’ n»TXx 2 nny ne.enNny „N TTY —ı NNTY BAY ER TEN I 
F'= 3 cos 4, Sim HB, 60] + ( Sin + D 0) 5 
N = 1.3 da A dA dl «A dl A 
Vier Konstante stehen zur Befriedigung der vier Randbedingungen zur Verfügung: 
o,=0 füry=0 .. 0. 0.A() 0" +6,=0 füry=b . ae ; ;;° 
T =( >» y—=( : i ’ i (2), T+r (0) » 2 ; (4). 


Die ersten beiden Bedingungen liefern: 
| B" =0, A" =—D.. 


Die letzten bilden zwei Gleichungen für A," und C\": 
4," (Sin — BEı I) + C"P Sm Pf + Ad =0, 


4." B Sin + C."(Sin?+PBKeif) -— A Pe?’ =o0, 
er nm bh 
Br 
a 
Es ergeben sich die Werte: 
„ ’ 4 Sin 'v} | + 3 + 3- + 3 So 3 | + ) 
In = — 4 e’ 
Sın? fr} ß*° 
" 8° 
(' | Bun — 
Sin? 3 — Pß° 
Die Funktion: 
R r na 2 a ss u n ty 
DE ai cos 1A (Sin ei $o) „) + C. y Sın n] R = 2 
n R ( 


mit den errechneten Konstanten A,’ und (,” hat die Eigenschaft, auf der X-Achse keine 
Normal- und Tangentialspannungen zu liefern und bei Addition mit der »periodischen 
Lösung« den unteren Rand des Balkens (y=b) spannungsfrei zu machen. 

Die Airysche Funktion F” soll als »Kompensationslösung« bezeichnet werden. Als 
kombinierten Funktionsdruck haben wir demnach #— F’ + F” mit folgenden Spannungen: 


7 5 , nn - . . n TI - in iz — t 
0) 0, —+ 0 - 2 4! \ ) cosSse”" (4 1) —- e) ( ) cos <S A 9, 
ni 1,3 ze " 13 \qa, 
„Beo)n)+C"Rbe)y+nSmm)}, 
ur nı\° i . nn\- " n. 
6, o,+0,— } A £ ) cosen(l+7)+ 2 ( ) cosStıA, (Col 
1,3 a == 1,83% 
— # f} Zu 1} 
Sinn) CC’ nSun;, 
. . nn\? . z r nE\? . — & or 
Tyy + = 2 A ( ) sinSsen.n+ & ( ) sin<ı A, n Otıtı 
n 1.3 a n 1,3 a 
ı! Zr? > 2 1] 
+ CC, (Sıny + nBboln)s, 
M n TU x n TU y 
sa r y 
dl [a 


10. Die „aperiodische Lösung“ der Halbebene. Mittels dieser Ausdrücke 
könnte in der Umgebung des Koordinatenanfangspunktes O0 bei einem bestimmten Verhältnis 
b/e der Spannungszustand berechnet werden, wenn a groß gegen b, ungefähr b/a = 1/10 
eewählt wird. 

Für die Rechnung ist es jedoch zweckmäßig, die Reihen, die von dem Funktions- 
ausdruck Z" herrühren, aus der Lösung auszuschalten; sie stellen einen schlecht konver- 
gierenden Bestandteil dar: die Reihen für 6,, 6,, 7,., konvergieren schlecht für ya, 
also gerade für das Gebiet, für das der Spannungszustand von Interesse ist. Der Gedanke 
ist naheliegend, die »periodische Lösung« F’ durch die «aperiodische Lösung« der Halb- 
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ebene zu ersetzen, d.h. durch einen Funktionsausdruck, der die Begrenzungsgrade der 
Halbebene nur in einem einzigen Gebiet von der Breite 2 c gleichförmig belastet. Richtig 
wird dieser Schritt dann sein, wenn auf der Geraden =D keine wesentlichen Unter- 
schiede zwischen der »aperiodischen Lösung« und der »Kompensationslösung« in der Nähe 





des Druckgebietes bestehen. _ ‚ 
. Y . ” CL >44 ( 

Die Spannungsfunktion > 

| IT 

vn p ; o \ Il | | 

F nn r (r°; Iı "u (,) QL II Pill] ||) 

.n KERRRHRERBEE , 
f jESEBULEBBBBER| % > 











wo rı, fı, "a, Ja die Polarkoordinaten eines Punktes P bezüglich 
der Pole 0}, 03 bedeuten, stellt einen Spannungszustand des Halb- 
raumes dar, bei dem eine Druckkraft p = konstans nur auf einem 


Stück e<x&<-+ e wirkt!) (Abb. 15). Sie liefert die Spannungen Ramza 
in rechtwinkligen Koordinaten: Abb. 15. 
0" —— — (2 qı 2 Ya sin 29ı +sin2 gs), 
[71 > ” ” 
6.” m n (2 pi 2 Wa + sin 2 gı — sin 2g:), 
Zn 
IE] p s) »*) 
U — — (cos 2 Yı — 008? 93). 
sin 


s ist zu prüfen, welche Differenz im Spannungszustand zwischen der »aperiodischen und 
periodischen Lösung« im Bereiche des Druckgebietes besteht. Auf der Geraden y=b 
sind die Normal- und Tangentialspannungen der »Kompensationslösung« (bei Berücksich- 
tigung von 5 Reihengliedern) und der «aperiodischen Lösung« für den Falle—Db und 


J 


b a 1/10 berechnet und in Abb. 16, beide in Richtung der positiven Y-Achse, dargestellt. 


IT 


| 








L GIER SEEN (EEE WE | ,X 
| 
YY 
| 

x £ xX=C x=2c x-50-5 
-Drcrr 7 7 r7 7 | ——— 
PFTTTTTT ABERLENRIRR EWR a tn a 
RR ee 
| ma SUBUEBEND 
II | Dur Fr 
| | | | 6, 
| | Io° Abb. 16. 





Die gestrichelte Kurve stellt die »aperiodische Lösung« dar. Die Zahlenwerte sind 











; Ip a 
mit dem Faktor — zu multiplizieren: 
7T 
( C > >e 19 c a 
yabız= 0 C 2c Ic = 
1 2 4 l 8 2 
"xy der »aperiodischen Lö- 
BIBE ah 0 0,062! 0,125 0,174 0,2 0,194 0,145 0,1 0,00 
"xy der »Kompensations- 
lösung« . . : . . . 0 — 0,072|— 0,133 — 0,174 — 0,192 - 0,188| — 0,152 0,106 0,015 
9%, der »aperiodischen Lö- | 
sun«« eG a u Ge 0,643 0,627 0,577 0,491 0,377 0,261 0,133 0,066 0.002 
0 der Kompen=ations- 
lösung re © 3 9) 0,634 0,570 0,4177 — 0,371 0,266 — 0,140 0,064 0 


1 


A. Nädai, Elastische Platten, 1925, S. 230. 
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Wir erkennen eine recht gute Uebereinstimmung. Bei der Normalspannung zeigt die 
»aperiodische Lösung« einen asymptotischen Verlauf, während die »Kompensationslösung 
aus Symmetriegründen bei © =.a/2 den Wert Null annimmt. Mit einem unwesentlichen 
Fehler kann der schlecht konvergierende Bestandteil, der von der Funktion F’ herrührt, 
ausgeschaltet werden, und unsere Lösung, mit der der Spannungszustand in der Nähe des 
Kraftangriffes zu untersuchen ist, bauen wir aus der »aperiodischen Lösung« der Halb- 
ebene und der »Kompensationslösung« auf, die aus der »periodischen Lösung« der Halb- 


ebene berechnet ist: F=-P"ır", 


Als Spannungen ergeben sich: 


i nıt\“® nıı “ ur ._. ‚n >: n ur 
=. ‚| i ) cos | i| An | Sıny —n6&oly]+ CU |2 Er) y +7 Sun); +", 
n * ( 
. n TI . nn N . ne f nt ı 
eo. & ( ) cos { A4. [y Sof — Sin 7] — CO" Siny}-+0,"”, 
n 1.3 a dA 
. nn\®, nıe . or 2 sn ..e „ nnı 
m! ( ) sin ' 4," Siny + C"(Siny+nGoin)}+7, , N e 
n 1. a da a 


11. Grenzübergang zu den elementaren Stabbiegungsgeseizen. Die Rich- 
tigkeit der anfgestellten Gleichungen kann insofern geprüft werden, als die Reihen in 


größerer Entfernung von dem Kraftangriff gegen die elementaren Biegungsformeln konver- 
j . ’ . a : nnb ne n 
gieren müssen, wenn b und y klein gegen a sind. Es sind = und „= 


a a a 
kleine Größen, wenn c und % mit größerer Ordnung gegen Null streben als n gegen = 


ö r n TTC . \. 
strebt. Wenn sin durch das Argument und 2? pe durch eine Kinzelkraft P ersetzt 
a 


. .. ’ 2 P a . y m .. ’ h PER 

wird, so erhält man 4, = ( ) (s. S. 177). In den Ausdrücken 4," und (),' (s. S. 175) 
a n TI 

werden die Hyperbelfunktionen nach Potenzen von P entwickelt und die ersten Reihen- 


glieder berücksichtigt: 


Sıunß=P-+..., BSIiBß=P-+..., SoBß=1-+..., 
Sn? — P= ft! +..., e’—-1—P-+.... 
Es ereibt sich: „ 12 Pd? Ei 6P»? 
” 7 ag . Alge : 
a 9? a 9 


i 4 


Bei Werten y< < x, also in größerer Entfernung von der »Einzelkraft« P werden 
die Spannungen 0,", 6,", 7,, nach der bekannten Michellschen Lösung "= ÜUrgeosgp!), 


die den Spannungszustand einer Halbebene unter einer am Rande senkrecht angreifenden 
Einzelkraft darstellt, gleich Null und man erhält: 




















cn [ı>p 2 ın 2 DD e 
) n#2z|1 12 Pb 6Pb 12Pa ’ nn 
6,— 2 £ ) cos | LK Som 2] = (24y= 6b) = cos ’ 
n=1j3 ‘5 a a pP a PB t* b „—13 a 
\ MA nzı 12 P»° ie 
0, >> | ) cos n — ı)i=0 
n—=13\5 a | a pP? 
2 32 r f ‘ 2 » » 2 ‘ > r 
. I)” .„. nal 12 Pb r 6Pb 121 “ i n tx 
7 >) | sın . Bl i 2 „|\= (y° Y b) 2: sin ı 
n—13 \b a a p° aß sı b’ = 13 a 
n 
Im Intervall 0 <a <a ist: 
n 
: x n tx n? 2x n IT BE .. 
> = cos (' — ) und = sin — ; r, 
| 1 n—=18 a a 13 a 
Y Ne n? n 
Das Endresultat steht in Uebereinstimmung mit den 
gewöhnlichen Spannupgsformeln der elementaren Biegung 
P (Abb. 17). 
x 
> a 3Pa 2 2\ 7. Pr, \ 
' 0 n 3 1 ) { ) Y —n h) ; T, y zu r (y Y b). 
IB 4 r_ 2b a b 
x 
I) A. Nädai, Elastische Platten 1925, 8. 228. 
Rath tm 19) . : 
Ze “-, K. Knopp, Theorie und Auwendung der unendlichen 


Abb. 17. Reihen, 1922, S, 361. 
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12. Durchführung zweier Zahlenbeispiele. a) Das Druckgebiet ist doppelt 
so groß als die Balkenbreite: e=b. 

Für den Spannungszustand in der Nähe der Kraft sind die drei Spannungskompo- 
nenten 9,, 9,, 7,, von der Airyschen Funktion F= F"+ F” gerechnet bei dem Ver- 
hältnis dJ/a= 1/10 und e/b=1. Fünf Reihenglieder (n l...9) sind berücksichtigt und 
in den Schnittpunkten der Geraden 
b h 3b b 5b 3b 7b c C 3cC 5c 13c 
er Da Se Se 1 } g ® BR ERE eg et 
die Spannungskomponenten zahlenmäßig ermittelt. 

Folgende Tabellen geben eine Uebersicht; zu den Zahlenwerten kommt multipliziert 


Y zum 0, 


N . 
pP hinzu: 
TT 


Normalspannung 9,.. 

















c c 3cC DC i3c 
Y > 0 zo c 2c 
1 2 4 4 S 
Y 
0 21,353 21,212 20,798 20,145 19,296 17,517 15,561 14,117 
b 
15,887 15,779 15,454 14,897 14,116 13,225 11,905 10,590 
x 
b 
10,530 10,454 10.223 9,333 9,355 S,560 71,953 7,065 
6b 
9,247 5,205 5,075 4,5>1 1,656 4,156 3,995 | 3,539 
fe) ) 
b 
0,003 !’— 0,003 0,018 | — 0,026 0,008 0,042 0,027 0,012 
ob 
-— 5,237 5,204 |— 5,103 |— 4,927 — 4,670  — 4,376 3,948 8.517 
hi 
3b 
10,515 10,440 10,217 ı— 9,852 — 9,5365 - 8,805 | - 7,931 |— 7,046 
’b | 
— 15,372 15.751 15,396 | — 14,830 14,094 | — 13,253 11,919 | 10,575 
” } 
b - 21,355 | — 21,182 | — 20,678 | — 19,886 18,574 | — 17,726 15,910 | — 14,098 
l 
Normalspannung 9,. 
( € 5 - I 
U ER 0 c 
1 2 4 l 
V 
() 0.785 0.785 0.785 0.785 0 
b 
0,759 0,754 0.756 0,747 0,376 0 
S 
b 
0,666 0,668 0.670 0,633 0,3532 0,051 
1 
3b 
0.541 0,545 0,546 0,195 0,271 0,048 
b 
0,394 0,399 0.401 0,352 0.200 0,045 
’) 
5b 
0,246 0,252 0.257 0,225 0,129 0,030 
h 
0,114 0,121 0.152 0,119 0,068 0,012 
f] b 
0.020 0,028 0.043 0.045 0,024 0 
hi 
b Ü 0 0 0 0 ) 








182 


Riedel, Lösung des ebenen Problems eines elastischen Körpers 


Tangentialspannnng 7 


Ztschr. f. anzew, 
Math. und Mech. 











( C «4 « 13 c 
7 2 —> 0 ( 2 ( 
t 2 i \ I) 
V 
() 0 () () (0) U) (0) () () 
h 
(0 0,124 0.244 0.374 0.648 0.500 0.504 0.514 
n 
h 
Ü 0.216 0.431 0,667 0.918 0.884 0.871 0.882 
\ 
b 
0) 0,276 0,591 0,834 1.068 1,105 1,093 1.104 
u 
b b 
0 0.300 0597 0.884 1,101 1,173 1.180 1,10 
‚> 
‚A 
0 0.287 0.567 0.827 1.017 1,098 1.173 1.105 
“ 
3b 
0 0.233 0.460 0.664 0,51» 0,S81 0.3895 0.887 
| 
7b 
0) 0,136 0,270 0.395 0.480 0.520 0,524 0,516 
b (0 () () () () (0 Ü (0 





Abb. 18 zeigt den graphischen Verlauf der Sr 
Die Normalspannung in der Balkenrichtung © 
von dem (reradengesetz; auf der Geraden y—=b/2 


Jannungskomponenten. 
zeigt nicht wesentliche Abweichungen 
kann man ein geringes Schwanken 








um Null in der Gegend der Ecke & =. erkennen. 
Y x y» , SC . > 
A 5 CA Z 7 
x 4 7 
2 er NZ, 
Öx Pe 76} 0% 
6, 
6, 4 0, I er NS l 
gi 3 
j 
ne | Br 
{ h 0 Ü Ä 1 "gi 0 r 
Maßsta & 1 ER A 
0, 0 + r Dh 
Abh. 18. 


Die Normalspannung in der Druckrichtung 0, zeigt in der Nähe der Y-Achse einen 


einer Parabel dritter Ordnung ähnlichen Verlauf. 
in Uebereinstimmung, daß bei einem Balken unter 
spannung als Kurve dritter Ordnung gefunden wird. 
nungszustand als Airysche Spannungsiunktion: 


Dieses Verhalten steht mit der Tatsache 


gleichmäßiger Belastung die Druck- 
A. Timpe') gibt für diesen Span- 


I 


W n 21709 . 

FF = ee 3 Db°ı 2b’ v’(y°’+-5a°) 

| b3 \ / / ) 10 »3 Y Y J 
an. W ist die gleichmäßige Last pro lL.ängeneinheit und 2b die Balkenbreite. Als Druck- 

spannung ergibt sich: W . n 
a '(y 39° ee DB , 
N | 

) A. Timpe, Probleme der Spannungsverteilung in ebenen Systemen (Göttinger Diss. 1905), 


Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. 52 (1905), S. 348. 
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In der Umgebung der Ecke können wir keine Uebereinstimmung haben; der Grenzwert 
von 0, im Punkte @—=c, y= 0 ist von der Richtung abhängig, in der wir uns der Ecke 


e ' . : ) r r’sin?2g 

nähern. Die Spannungsfunktion F= . (7° —- ) stellt den Spannungszustand 
2 2 

dar, der in der Umgebung einer solchen Singularität herrscht; r, @ sind die Polarkoordi- 


naten bezüglich der Ecke als Pol und p die auf die Längeneinheit bezogene Belastung. 


Für die Schnittgerade g = 7/2 erhält man: o,—= — p/2. Die in Abb. 15 auf der Geraden 
x — e gezeichnete Kurve, die den Verlauf von 0, wiedergibt, wird daher für „—0 dem 
an Ip ) : : 
Werte 0,393: — = . zustreben. Auf Schnittgeraden & > c verschwindet 90, 
7T i 


sehr rasch. 


Die Schubspannungsverteilung wird im Druckgebiet durch eine verzerrte Parabel 
wiedergegeben; die Verzerrung ist auf der Geraden <—=c am größten. Außerhalb des 
Druckgebietes, schon auf der Geraden &=2r, ist mit sehr geringer Abweichung die 
Parabel vorhanden. 


b) Fall des konzentrierten Kraftangrifis: e—b/5. Das Druckgebiet ist gleich ?/; 
der Balkenbreite. 

Bei der Kompensationslösung sind sechs Reihenglieder (r= 1... 11) berücksichtigt. 
Das Verhältnis ba ist ebenfalls gleich '/ıo gewählt. Die Normal- und Schubspannungs- 
verteilung der »aperiodischen und Kompensationslösung« auf der Geraden y=b ist 
foleende: 











c c IC )c _ a 
y ’ = 0 ( X 
4 2 4 1 10 
der »aperiodischen Lösung« . . . ... 0 0,009 0,018 0,027 0,035 0,042 0,05 
der »Kompensationslösung« . . 2... 0 0,007:— 0.014 — 0,021 — 0,027 — 0,033 — 0,056 
der »aperiodischen Lösung« . . ..... 0,195 0,194 0,191 0,187 0,181 0,174 0,051 
der »Kompensationslösung« . . . 2. 0,184 — 0,183 0,182 0,180 0,175 — 0,171 0,052 


Folgende Tabellen ergeben eine Uebersicht über die Spannungsverteilung in der 
4p 








Umeebung des Druckgebietes, wobei zu den Zahlwerten — als Faktor hinzutritt: 
TI 
Normalspannung 9, 
N ( 3C )c 
U u 2 (0) ( 
4 > 4 t 
u V 
0 5.091 5.089 5,084 5,076 5,064 4,2641 
b - 
3.4160 3,450 3,426 3,405 3,106 3.401 
h 
2.173 2.175 2,182 2,194 2,209 2,221 
N ’ 
‚5b 
1,036 1.059 1.047 1.059 1.073 1.06 
h 
—- 0,060 — 0.058 — 0.052 0,042 0.030 0 015 
2 b 
1,150 1,148 1,143 1,134 ,.133 — 1.110 
w 
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Normalspannung 9,. 























C C Ic Y.- 
Y; V Cc 
1 2 4 4 
Y 
(0) 0,755 0.785 0.785 0.785 0 
b e 
0,721 0,710 0.6614 0,558 0.379 0.200 
h 
0.545 0.534 0.490 0.421 0.334 0.244 
1 
‚b 
0.386 0.378 0.35 0.314 ).?66 u.215D 
‘) 
b 
0,259 0,254 0.241 0,219 0,192 0,162 
‘) 
5b 
0.160 0,155 0,150 0.13 0,123 0,106 
‚6b 
0.0=5 0.0S4 0.079 0.07 0.065 0,056 
4 
ih 
0.034 0.0939 0.031 0,02 0.024 0.019 
Ö 0 ( 0 0 0 () 
Tangentialspannung 7,, 
c c y( Di 
7 1 > () C 
| | 2 1 | 
Y 
0 0 (0 0 () ( 0 
h 
() 0.060 0.130 0V.>OS 0.256 0.232 
b 
(0 0.073 0.136 0.191 0.226 0.239 
1 
ıb 
0 01.057 0,110 0.155 0,190 0,213 
b 
() 0,044 0.086 0.124 0,157 0,183 
‘) 
, 5b 
M) 0.035 0,06= 0.009 0,126 0,150 
ib 
() 0.025 0,050 0.073 0.095 0.114 
l 
f b 
() 0.015 0,030 0.044 0.057 (0.06 
“ 
b (0) () () v) v0 Ü 





L 7 1.26 Abb. 19 veranschaulicht den Belastungsfall, für den 
| e in: die Rechnung durchgeführt ist. 
BICUEEUISNFESEUED. © . -SRENEREENEESRRENDNG Abb. 20 bis 22 geben den graphischen Verlauf der 
| Y o we Spannungskomponenten an. Der Maßstab in der X-Achse 
DI > ist ungelähr das Neunfache des Maßstabes, in dem die 
Eu Y Werte gezeichnet sind. 

Im gesamten Druckgebiet sind starke Abweichungen 
von den gewöhnlichen Biegungsgesetzen erkennbar. 

Die Normalspannung 9, weicht besonders für Werte 0 <y=-b2 wesentlich von 
dem Geraden-Gesetz ab. Sie nimmt zum Rande y-- 0 hin größere Werte an. Die Null 
linie liegt oberhalb der Geraden y=b/?. 





Abb. 19. 
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Die Verteilung der Normalspannung in der Druckrichtung weist auch in der Nähe 
ler Y-Achse für Werte 0 <y<Db/2 eine starke Abweichung von der Parabel dritter 
Ordnung auf. Bezüglich des Spannungsverlaufes in der Umgebung der Ecke (e=r, y-—> 0) 
‚ilt dasselbe, was im Falle a): c—=b auf S. 183 gesagt wurde. Auf Schnittgeraden x > ec 
verschwindet 0, nicht so rasch als in dem Falle c/b =1. 




































































c c IC 
x=-0 X=-— X .— 
+ nn wi. 
_ 
+ j Maßstab 
n. Be 
Pe u 
Y SQ 
# “ 
4 [| PM 
— » 2 
FF ei; 
il ch 
Abb. 20. Ur. 
C £ JC 
x=0 x Z x 3 x T X=C Wi 
———Ä—A—TFInNT 
oe 1 Fr F :. N 
/ / / 
2; wi; ed r / m; ” T 
/ | / / / | 
. | d { | 
f Wi r? P} 7 t 
7 Ir r? r7 } 1, 
Abb. 21. © 
x=-0 4 5 x x- ZE x=-C x- 23€ 
4 Z v 4 
Z Zu | u 
3 .— - Maßstab 
‘ I 
= Y4p 
r az 
| 9 03 
m 2 
| I 
] | BZ 
y Y 
| 























Abb, 92. Tor 


Die Schubspannungsverteilung zeigt eine sehr starke Verzerrung gegenüber dem 
"arabelgesetz. Die größten Ordinaten liegen für die Geraden 2 =e/4, c/2 bei y=b/4, 
ire2—=23e/4, e bei y=b/8. Die größte Verzerrung ist auf der Geraden & — ce vorhanden. 


III. Die Singularität der Einzelkraft, die in einem inneren Punkt 

einer Halbebene angreift. 

13. Die Einzelkraft greift senkrecht zum Rand an. Es ist der ebene Ver- 
errungszustand einer llalbebene darzustellen, deren Rand spannungsfrei ist und in deren 
inem inneren Punkte (Abstand 7 von 
dem freien Rand) eine Einzelkraft P 
enkrecht zum Rand angreift (Abb. 23). 





ie Lösung soll nach einem Gedanken \ A N 
sane von Herrn Prof. Nädai mit der E | 
\lethode der partiknlären Lösungen auf- | / 
rebaut werden. / / 

Es sind x, y rechtwinklige, r, 9 E gt 5 
”’olarkoordinaten. Die Airvsche Span- Rama 
unesfunktion = .eylInr stellt einen Abb. 23. Abb. 24, 
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Spannungszustand einer Ebene dar, in deren Koordinatenanfangspunkt 0 in Richtung der 
y-Achse eine Einzelkraft P angreift (Abb. 24). Sie liefert in rechtwinkligen Koordinaten 
die Spannungskomponenten: 

e (3 2 + y) y _ ce 2?’+y)y . c(— 2’ +y?’r 


J z b) Y b) 
„t r! rt 


Ö 


In Polarkoordinaten erhält man als radiale Normalspannung o,, als Normalspannung senk- 
recht zum Radius 0°, und als Schubspannung r: 


„ 


OÖ, = O0 == T 


r b) . . 


r Tr r 
Die Konstaute c läßt sich daraus ermitteln, daß die Summe der in einem Umfang 
eines Kreises vom Radius r übertragenen Spannungen gleich der Kraft P/ sein muß. Es 
ergibt sich, wenn / in der positiven Richtung der „-Achse als positiv angesehen wird: 


m I) m 


P /6,rcospdyq [trsngdg=—en, also: c= — Pin. 
7 Ö 


esing esing Cco8Yy 


tr -p Wir superponieren nun die Spannungszustände zweier 
u, gleicher, entgegengesetzt grerichteter und auf einer Wirkungs- 
a linie liegender Einzelkräfte 4 P, deren Angriffspunkte die Ent- 
21.7 __,-—-  fernung 2» haben (Abb. 25). Es wird dadurch erreicht, daß 
IN En die Mittelsenkrechte der Verbindungslinie der Angriffspunkte 
FOMER.- u frei von Schubspannungen ist. Lassen wir den Koordinaten- 
PP anfangspunkt 0 (x, y%) in den Halbierungspunkt der Verbin- 
Rt dungslinie der Angriffspunkte fallen, so daß 


Yı + Ya nen 


1 za 
Pr l a 


-_ _ 


Abb. 25. Ic £, == Dr, y 


ist, so wird der in Abb. 25 dargestellte Spannungszustand durch folgende Spannungskom- 
ponenten ausgedrückt: 


0" — P (Band yı (3.9 + 99°) ya tn P(-a’+yd)yı (-a?+y”) ya 
| r rn“ rg‘ \’ | 7T rı* 13° 
„ P = x? + Yyı’) ® (- 2? +y)® ' . R n R , , 
Ä ı. n=-e+4y’, nr +y?. 
ZT ! r] 12 \ 
Auf der Ebene y — 0 ist: ‚, 2P(-+ndr | 
u Y “on 


2 9 ) 
re (2? + n°)* 


Gelingt es uns, durch Superposition einer anderen Lösung auf der Ebene y= 0 
die das o,' darstellende, in x gerade Funktion zu kompensieren, so ist für das Gebiet 
y_ 0 mit der x-Achse als freien Rand der oben vorgegebene Spannungszustand (siehe 
Abb. 23) dargestellt. 

Als kompensierende Airvsche Spannungsfunktion wählen wir ein Fourier-Integral: 


RN 
» 


d& 


F" | (A (@)+B(e) ey) = 


2 
- 


y 
cosaxde. 


() 
Zwei Bedingungen sind zu erfüllen: 
I. füry=0:"—=0, 2. firy=0:0,) = 0," 


y..* 

Die erste Bedingung bestimmt das Koeffizientenverhältnis: (@)= B(e). Die 
Komponenten des kompensierenden Spannungszustandes werden demnach durch folgende 
Fourier-Integrale ausgedrückt: 

I. 
un f \ dr 
6, = | A («) (-1+ay)e” 7co8ax da, 
Ö 
& 
0) — Aka)(I+-ey)e"’cosaxdu, 


U 


I 
» 


em Ale)ayer“’sinaxde, 


“ 
u 
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F" ist so gewählt, daß 0,” als eine in x gerade Funktion dargestellt wird. Die 
zweite Bedingung : 0," +0,"—0 für y—0 ermöglicht es daher, den Koffizienten 4A («) 


zu berechnen. Es muß für y= 0 sein: 
ie. 


R ’ 2 P(— x’ + n*) r 
Ö, — A ( @) COS 104 cc d & = Ö, = oo 2) 2.09 
ı (2? + n9)° 


1" 
” 2 
— 2er 
a ( Il+&@ ") er ncosauxda= 9 2 z 
(r+n9)* 
( 
. 


\ In?° 
| (1 +aen)eNncosexzda= 


‘ 


und 
(2 +7 2,2 


“ 4 


0 
ist, so folgt: 
x \ = 
e 
| ; 1 4 ++“ csaxdau— | Ala)eosaxde, 
1. j 
0 0 
, 2P 
Ale) = ame 


7T 


—-(XY 


ı 


Der für A (a) gefundene Wert wird in die Ausdrücke für 0."”, 0,” und rT” eingesetzt: 


(, m - an 1+aey)e'Wtncoaxde, 


0, — |enlı tay)evtnDcosarde, 





Der . r ; 
#7 cn a?y erw )sinarde. 


x 
Nach Berechnung der Integrale ergibt sich: 








r \ [| 2° — ya? (yı + yo) (— 3 2° ya + yo?) | 
Al k y9 
er vo + | 
gt a ) 
4, rg ya { 
MM P u 7 Rn y9° (Y; + 49) I ar? ya + y3?) 
0, rn Y2 Yı) Pr — r i 
7T r2 ro 5 
” a 2) ar+3eya”) u 2 us 3 2 
Rs 7 9: Yyı) 7,6 = rı =%x"+ Yı‘, n"=X2"+y”. 


! „ 


Die Superposition mit dem Spannungszustand, dessen Komponenten 9,', #,’ 7" sind, 
liefert den in Abb. 26 dargestellten Spannungszustand: 


Pa) P[( x” + yı’) yı (3 22 + y9?) Ya Pr P [« - Yı°) Uı (2? — yg?) ya 
) ne | — 
i m. 4 4 ) 'Y N 4 ) 
LI r| 2 n\_ r 13 " 
7" P| (r? er vı® ” (r? BE yu 2 
tt L r,® rg* 


14. Die Einzelkraft greift parallel zum Rande an. Es ist der ebene Ver- 
zerrungszustand einer Halbebene darzustellen, deren Rand spannungsfrei ist und in deren 
einem inneren Punkte (Abstand 5 von dem freien Rand) eine Einzelkraft P parallel zum 
ande angreift (Abb. 27). 

Die Lösung wird in vollkommen entspre- 








chender Weise wie die Aufgabe des vorigen | x 
Paragraphen aufgebaut. 4 u ae 2 
Wir gehen von der Airyschen Span- . „s_1 5 r 

nungsfunktion F—=— P/z-yInr aus, die die ara 0 
Singularität einer Einzelkraft P darstellt, die in | Y 

einem als Koordinatenanfangspunkt zewählten av 

”’unkt einer Ebene in Richtung der %-Achse " © 
angreift (S. 185). Superponieren wir die Span- RAmıZ20) 


uungszustände zweier gleicher, entgegengesetzt Abb. 27. Abb. 28. 
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serichteter Einzelkräfte -—- P, deren Wirkungslinien parallel sind und deren Angriifs- 
punkte die Entfernung 2<S haben, so wird die Mittelsenkrechte der Verbindungslinie der 


Angriffspunkte frei von Normalspannungen sein (Abb. 28). 
Wir führen ein neues Koordinatensystem x, y ein: 

R a + rı “ x”—%ı 

[ =1T - ‚u u — . . 

Y Yı Ya > v > 


w 


Der in Abb. 28 abgebildete Spannungszustand wird durch folgende Spannungskom- 


ponenten dargestellt: 


_n Pı\ı(3 2° } y’)y 4 Xo° 1 y°) / ! „ er \ ( 2° ui y°) Y 2? + y?) Y 
Ö, N ( . O, —- ) r — q4 , 
Jt r' 13° a r| 10) 
„ r, ci + y‘ r] 2” +y)xg | > 2, 9 9 2 9 
nz . i \ =a’ry, n=-nty. 
’ | 2 
Auf der Ebene x — 0 ist: . 32Pp(—&+y9)5$ 4 
zz = — zei r Ö, —— (). 
gt By 


Die Kompensation der das z” darstellenden, in y geraden Funktion auf der 
Ebene = 0 geschieht durch folgende Airvsche Spannungsfunktion in Gestalt eines 
F 


Fourier- Integrals: A 
/ u 
„r [ € [ 
F IA(«) + Bla) «| ‚ Sinayda. 


0 
Zwei Forderungen sind zu erfüllen: 
l. firr=0:0—=0, 3, fülrrr=0: "= — 7". 
Der ersten Forderung wird durch die Wahl des Koeffizientenverhältnisses genügt: 
| Als Spannungskomponenten des kompensierenden Spannungszustandes erhalten 


Aka) =0. 
wir demnach die Fourier-Integrale: 
Nu x 
0"—= — /Bl(u)axre*sinayde, 0”; ff B(a)(— 2 +aa)e"*"sinayda 
0 0 
& 
En / B(«)(1 @az)e"cosayda 
0) 


7' ist eine in y gerade Funktion. Mittels der zweiten Forderung: "+ T'=0 für r— 0 
Für <= 0 


ist es möglich, den Koeffizienteft B(«) zu bestimmen. 








; soll sein: 
e “ a 
/ x u " 2P(—-& + yd)E 
[| —: - " — | B(«)cooseydu— -Tt— — — — 
& & ö ("+ yN) 
! a: ; - () 
D / . . . 
a . In vollkommen entsprechender Weise wie oben (S. 187) wird 
13 B(«) bestimmt: 
u , > 
B(e) = age 
7T 
ine Der Wert für B(«) wird in die Ausdrücke für o.", o,”, T” ein 
rer gesetzt, und die Integrale werden entsprechend wie oben aus 
4 I»), E a . r 
gewertet. Man erhält als Kompensationsspannungskomponenten: 
RR a, % Y 1 rg? Y BP" 3P _T4 2 y / Y 1 24° Yy ] 
0 — “ IR t—- Lı) ( : \ r 0 —— on | E + («lu +1) ( 4 ee Br. ) W 
s r2 T L 73 2 2 J 
AT 2P. | 2° y’ 2 2 (1? "9 ?)\ ß 
T . \ta + 10 ( 
N LL rg" j y,® ] 


7 „ 


Die Superposition mit dem Spannungszustand, dessen Komponenten #,", 6,', ?’ sind, 
liefert den in Abb. 29 dargestellten Spannungszustand. 


hy P(Bm?+yDy Br +ydy) u P((r?—y9y (rg? — y”) 4 
0 — ] oO 
te P \ r, 9 u” 7 ro° y” 1 ) Pr Pr f Pr 97 Pr 
’ ! 4 i \ 9 u a 4 7 En a DZ 7ıl 
f 
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Zur Theorie der zylindrischen Schalen und Bogenträger. 
Von THEODOR PÖSCHL in Prag. 


K. Wieghardt hat in einer bemerkenswerten Arbeit, die 1915 in den Berichten 
der Wiener Akademie erschien, das Problem des elastischen Kreisringes exakt behandelt 
und seine Methode für die aus zwei diametralen Einzelkräften bestehende Belastung — das 
Kanalrohr — vollständig durchgeführt. Er fand, daß die Werte des Biegemomentes mit denen 
aus der angenäherten (technischen) Berechnungsweise fließenden recht gut übereinstimmen, 
wenn auf die Normalkrait keine Rücksicht genommen wird, daß aber die Berücksichtigung 
der Normalkraft nach dem üblichen Vorgange nicht nur keine Verbesserung, sondern eine 
Verschlechterung der Uebereinstimmung mit sich bringt. Wegen dieses Umstandes wollte 
A. Föppl den betreiienden Abschnitt im III. Bd. seiner Vorlesungen überhaupt streichen; 
er schrieb jedoch (9. Aufl., 1922, S. 219, Fußnote): »Vorläufig will ich ihn (den bezüg- 
lichen Abschnitt) doch noch stehen lassen, weil es in der Technik nun einmal üblich ist, 
den Einfluß der Normalkraft in dieser Art abzuschätzen, jedoch mit der Warnung, daß 
die Ergebnisse mindestens unzuverlässig sind.« 

Dieser Sachverhalt muß notwendigerweise gegen die Zuverlässigkeit der in der 
Technik üblichen Berechnungsweise der Träger mit gekrümmter Mittellinie (Bogenträger) 
Bedenken erregen und war die Veranlassung, die bezüglichen Rechnungen nachzuprüfen. 
Dabei zeigte es sich, daß die Behebung der erwähnten Unstimmigkeit in überraschend 
einfacher Weise gelang: die Verschlechterung der Uebereinstimmung bei Berücksichtigung 
der Normalkraft tritt tatsächlich nicht ein, sobald der Einfluß dieser Normalkraft sinn- 
vemäß überall dort berücksichtigt wird, wo er maßgebend ist, d.h. nicht nur bei der 
Verdrehung der Querschnitte (die von A. Föppl a a. 0. richtig angesetzt ist), sondern 
auch bei der Aenderung der Krümmung der elastischen Linie, die durch die von der 
Normalkraft hervorgeruienen Dehnung bedingt ist. Oder, anders ausgedrückt: Es müssen 
beide Komponenten der elastischen Verschiebung, das sind die in tangentialer und nor- 
maler Richtung auftretenden, in allen Kräftegleichungen berücksichtigt werden. Es ergibt 
sich dann, daß in Wahrheit mit und ohne Berücksichtigung der Normalkraft die gleiche 
gute Uebereinstimmung zwischen der genauen (zweidimensionalen) und der technischen 
eindimensionalen) Auffassung eintritt. Für alle, die auf Zuverlässigkeit der in der Technik 
verwendeten Rechnungsmethode Wert legen, dürfte dieses Ergebnis zweifellos von Inter- 
esse sein. 

Uebrigens ist natürlich auch zu bemerken, daß ein Näherungsansatz, der für 
bestimmte Werte eines Parameters eine bessere Uebereinstimmung hervorbringt, diese 
Verbesserung nicht notwendig auch für solche Werte des Parameters herbeiführen muß, 
die beliebig weit von jenen entfernt liegen; der Sachverhalt muß in jedem einzelnen 
Fall besonders geprüft werden, was jedoch für das in Rede stehende Beispiel bisher nicht 
geschehen ist. 

Zur Aufstellung der Grundgleichungen erscheint es zweckmäßig, das in der Schalen- 
theorie übliche Verfahren, das der Verfasser in der vor kurzem erschienenen 2. Auflage 
seines Buches »Berechnung von Behältern« (Berlin, Julius Springer) zusammenfassend 
dargestellt hat, auch für die Berechnung der zylindrischen Schalen heranzuziehen, als 
welche sich die vollwandigen Bogenträger auifassen lassen. Mit Rücksicht auf die Not- 
wendigkeit einer Aufklärung der oben erwähnten Unstimmigkeit und einer allgemeinen 
Formulierung wird im folgenden eine einheitliche Darstellung dieses oft behandelten Gegen- 
standes versucht, bei der naturgemäß Wiederholungen bekannter Dinge nicht vollständig 
vermieden werden konnten, die aber in dieser Auffassung noch nicht gegeben worden zu 
sein scheint’). 

Aehnlich wie in dem von K. Wieghardt behandelten und hier geklärten Fall ist 
es auch für andere Belastungsfälle lehrreich, die Ergebnisse der genauen und technischen 


I j 


Erweiterte Wiedergabe eines auf dem II. Intern. Kongreß für technische Mechanik in Zürich, 
september 1926, gehaltenen Vortrages. 

?2) Aus der großen Literatur sei hier nur auf die Arbeit von G. Pranze, Die Theorie des Balkens 
in der technischen Elastizitätslehre, Ztschr. f. Arch.- u. Ing.- Wesen, Bd. 24 (1919), hingewiesen. Eine 
Anzahl von Beispielen ist von H. Müller-Breslau in seinem Buche: Die neueren Methoden der Festig- 
keitslehre, 5. Aufl., Leipzig 1914, S. 158, 236. durchgerechnet worden. Auch bei Love, Lehrbuch der 
Klastizität, Leipzig 1907, sind im $ 292 mehrere Fälle durchgeführt. 
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Theorie miteinander zu vergleichen. Zu diesem Zweck ist im zweiten Teil der Arbeit die 
strenge Lösung für eine Halbzylinderschale endlicher Dicke unter Belastung durch Wasser- 
druck angegeben und mit der aus der technischen Theorie folgenden verglichen. Es zeigt 
sich bezüglich der Normalkraft eine sehr gute, bezüglich des Biegemomentes eine weniger 
gute, aber in den meisten Fällen hinreichende 
x Uebereinstimmung, so daß die angenäherte 
| Theorie der dünnen Schalen und dünnen 
Träger in der Regel als gültig angesehen 

werden kann. 


pn 


I. Die angenäherte Theorie. 


1. Die statischen Gleichungen dünner 
biegesteifer zylindrischer Schalen. Im 
folgenden werden dieselben Bezeichnungen ver- 
wendet wie in der Theorie doppelt ge- 
krümmter Schalen. Die Form der Schale sei 
durch die Gleichung R= KR(d) gegeben, auf 
sie werden auch die Gleichgewichtsgleichungen 
der belasteten Schale bezogen. Die auf das 
Schalenelement wirkenden inneren Kräfte sind 
(Abb. 1): die Normalkräfte 8, S$ + 0S, die Quer- 
oder Schubkräfte N, N + © N, die Biegemomente 
G,@ + 08@G. Die auf die Längeneinheit der Fr- 
zeugenden und der Mittelfläche bezogene Be- 
lastung der Schale habe nach der Tangenten- (£) 
RAT42 71] und Normalenrichtung ({) die Komponenten 

X, Z, die bekannte Funktionen von % seien. 
Abb. 1. Statt der Spannungen o,, 7 das ist der Normal- 
x spannung in Richtung der &$-Achse und der 
Schubspannung in Richtung der [-Achse werden 
die Größen S, N, @ eingeführt, die durch die Summen definiert sind: 
+1 +7 +h 


s=[aat, N=|ral, = [a tat. u (1). 
” eh 


h h 





Die Gleichgewichtsbedingungen für das Schalenelement lauten dann'): 
S'— N+XR=0, N+S+ZRr=0, G—NR=0. . . (2). 

Dies sind drei Differentialgleichungen erster Ordnung mit drei unbekannten Funktionen, 
deren Integration drei willkürliche Konstante ins Spiel bringt. Wenn die Randbedingungen 
nur Spannungsgrößen betreffen, und in der Zahl 3 gegeben sind (z. B. ein freies Ende), 
so können diese Konstanten ohne Heranziehung der Formänderung festgelegt werden. 

In diesem Falle wird das Problem als statisch-bestimmt bezeichnet. Sind aber, was 
bei allen Anwendungen der Fall ist, Randbedingungen gegeben, die Formänderungen 
betreffen (Einspannungen, Gelenke), so ist die Ermittlung der Konstanten nur auf dem 
Wege über die Formänderungen möglich. — Wie in der Schalentheorie ist auch für den 
jogenträger, wie man aus diesen Gleichungen unmittelbar entnimmt, das Vorhandensein 
der Biegemomente notwendige mit dem Auftreten der Querkräfte verbunden. 

Die Integration dieser Gleichungen läßt sich allgemein ausführen. Uebereinstimmend 

mit dem in der Schalentheorie üblichen Verfahren multipliziere man die erste der Gl. (2) 
mit sind die zweite mit cosö dann erhält man durch Addition eine Gleichung, die un- 
mittelbar integriert werden kann und ergibt: 


Ssin®+Ncst® + FO) =0. . . .....68), 
EEE F(8) fi Xsin®+Zecos®0)RdaB + . . ..:..2.0) 
und C, eine Konstante bedeutet. Rechnet man S aus G]. (3) und setzt weiter 
F (#9 \ 
= BB). : 5» 2 ) 
sin 4 (W 8), 


I), So z. B. schon bei E, Winkler, F. Grashof, J. Weyraueh, u.a. 
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so folgt aus der zweiten der Gl. (2) für N die Differentialgleichung: 
N'’— Nctg9 = H(9) 
mit dem allgemeinen Integral: 


: f H($ 
N sind + sind | „dos ae VE Tr 
sın ı 
Damit wird nach Gl. (3): 
c F (9 ( ( H (Fr F 2) 
S= — Notgd — — = — (0089 — c089 ü TE. (7) 
sin I sin 4 sin $ 
und schließlich folgt nach der dritten der Gln. (2): 
x "He 
G - (vmao GG = cf Rsind dd + [ xsino „ao +G. . (8) 
sin ı 


womit die allgemeine Integration der Gl. (2) geleistet ist. 
2. Die elastischen Gleichungen. Bezeichnen ı, ı die elastischen Verschiebungen 


parallel zur S- und [-Achse und — ebenfalls genau wie in der Schalentheorie — ® die 
Verdrehung eines Querschnittes, so ist a (9) 
[(f = . . . . . . . . . . . \YJjs 
) R J 
Die Drehung der Mittelfläche ist Es u — w (10) 
2 a Eee ee Te Sr h 
und die Drehung einer Schichte im Abstande [ von der Mittelfläche: 
u — w 'q 
€; = _—- a 0) 
R—{ R - 


und da der größte Wert von &:{/R das ist eh/R gegen die anderen Größen als klein 
angesehen werden kann, so folgt bis auf Größen zweiter Ordnung: 


o 


ee a Er ne 
> R ) 
In der angenäherten T'heorie wird 0, — 0, 6, = 0 gesezt; damit folgt (wenn » die Quer- 
zahl bedeutet): 0: v6; 

€, == - . en ze E&, ze — _ 

‘ E E 


und daher nach der Gl. (1) 


“> R , u — w 
s— [nat —2Eh-e=2kh:- R (12) 
und ö un 2EN oo _ A w' 
(7 -/ 6 . “ ds = — 3 v R — | Te EJ: R . ° ; . . (13), 


wenn 2 h’/3= J das Trägheitsmoment für die Längeneinheit der Zylindererzeugenden der 
Mittelfläche ist. 

Diese beiden Gl. (11) und (12) sind die Differentialgleichungen für die Ver- 
schiebungen u, w. Bei ihrer Integration werden drei weitere Konstante eingeführt, die 
zusammen mit den drei früher aufgetretenen Konstanten C,, C', Cı die ganze Mannipgfaltig- 
keit der Lösungen erschöpfen. Zu ihrer Bestimmung müssen sechs Randbedingungen 
vorgeschrieben werden, die sich bei einem offenen Bogenstück auf dessen Enden beziehen 
und für die verschiedenen Auflagerungen in bekannter Weise ausgedrückt werden. So gilt 
z. B. wenn die Randwerte durch Querstriche bezeichnet werden: 


a) für ein freies Ende: S=0,NN=0,6=(, 

b) für gelenkige unverschiebliche Lagerung: u = I, vw — 0, G — I, 

c) für eine in Richtung der Normalen verschiebliche Lagerung: u=0, N=0,G=0, 

d) für feste Einspannung: u — 0, v— 0,0 —(, 

e) für teilweise (elastische) Einspannung: v= kıS, = ksN, ® = k,G, worin 
kı, ka, ks gewisse Einspannungsziffern sind, usw. 

Für einen geschlossenen Ring werden drei von den sechs Konstanten durch 
die drei Gleichgewichtsbedingungen der die Belastung darstellenden Kräftegruppe festgelegt. 
während drei Konstante willkürlich bleiben, die eine Bewegung des Ringes als starres 
Ganzes bedeuten. 

Die durch die Querkräfte hervorgerufene Formänderung des Bogenträgers kann 


ebenfalls in bekannter Weise durch u und w ausgedrückt werden; für die Mittelfläche 
Ist die Größe der Schiebung null, 
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3. Sonderlösung für den Kreisbogen. A -— konst. Die beiden Gl. (11) und (12) 


lauten: SR . G K? 
u = u+tw = — » Ku Ja seo 
2Eh EJ 
Damit folgt zunächst die Gleichung 
für die Durchbiegung 
y (r R’ N R / 2 
[ZB } u) u — in 
EJ 2Eh 
die sich von der gewöhnlich ange- 
wendeten um das letzte Glied unter- 





scheidet. Nach Integration dieser 
Gleichung ist « durch eine Quadratur 
bestimmt 


a) Belastung durch Rand- 
kräfte oder Randmomente allein. 
Wenn X =0, Z=0, s0 liefern die 
G1. (2) zwei Gleichungen, aus denen 
5 bzw. N eliminiert werden kann. 
Beide genügen der Gleichung: 


S’+S=1(, 
es ist also 
Abh. 2. - £ ur 
N) Acosö - Bsin 
und N=S’= —Asin® —+Becosd, 
daher: G—=R Nd9+C,=RS+0(, =ARcos® +BRsind +(.. 


Die Konstanten 1, B stellen die Komponenten der an einem Rande angreifenden Kraft dar. 
Als Beispiel hierfür sei der von K. Wieghardt (a. a. OÖ.) behandelte Fall des an 
zwei diametralen Punkten mit zwei Einzelkräften A belasteten Ringes gewählt, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, des durch die halben Kräfte A/2 belasteten Halbringes, 
wenn die Randbedingungen entsprechend festgesetzt werden (Abb. 2). Zunächst ist: 
rer R K P \ KR i 
N=- sind, S = - 2 cos%, G= cosd + (Ci, 


- - _ 


daher wird die Differentialgleichung (14) für die Durchbiegung: 


n KR 8 R°® ’ e - 3 R° 
u rw=— ( ) eos + Ci, (= — 2; 
Eh n° 2EH 
mit der allgemeinen Lösung: 
KR u " e 4 
= en asin® + CC) + A, cos® + Bı sind, 
SEh N? , 
worin A,, Bı zwei neue Integrationskonstante sind. 
Wegen 9=0:«=0 folgt: B=(0 und wegen "= +7/2:w = 0 weiters: 
KR 3.R? 
A, — (1 ru 5 , 
SEh Mn ; 
so daß KR U RER 3.R? 
v= ( = )[9 sind +cos#] — Ze 
SEh h? 2ER 
schließlich folgt aus der ersten der Gl. (13): 
SR 
u=uw-+ ; 
2Eh 
und daraus wegen "— 0:u=0: 
KR 3.R° 4 3.R’ KR 
u (i ) |—Vecos#® + 2sin 9 ‚CV sinv 
SER h? 2 EN 4Eh j 
weiter ist für Y= + /2:u— 0, und daher: 
KR | 3.R°\ KR 58° 7m 
0ER (1 —!2).; | .C 
SEh h* ER Eh 2 
woraus: C KR 
1 - 














ew 
ech 


UT, 
An 
as 








and 7. Heft 5 





Juni 1927 Pöschl, Zur Theorie der zylindrischen Schalen und Bogenträger 103 
ındlich: KR KR KR n ] 
und endlic Er cos [N Bo N oe e0sd | (16) 
2 7ı 71 3 
nd insbesondere folgt für V= + 7/2: 
77 KR 
gi} 
2 7ı 


unabhängig von der Dicke 2A des Ringes und von gleicher Größe wie ohne Berücksich- 
tieunge der Normalkraft. — Die Mehrwertigkeit, die in dem Auftreten von Ö außerhalb 
!er trigonometrischen Funktionen liegt, ist hier ohne Bedeutung. Da außerdem noch 
(lieder mit cosö, sind und Konstante vorkommen, wird die hierbei auftretende Unbestimmt:- 
heit durch Verfügung über die bezüglichen Konstanten behoben. 

Dieselben Gleichungen kommen auch zur Anwendung, wenn es sich um einen 
Bogenträger handelt, an dem mehrere diskrete Kräfte angreifen. In diesem Falle sind 
sie für jedes Stück zwischen zwei Kräften anzuschreiben, während an den Rändern jedes 
Stückes die Differenzen der Werte von 
S. N, @ durch die betreffenden Einzel- 
kräfte (oder Momente) gegeben sind. 
Diese Bedingungen liefern zusammen 
nit denen der Stetigkeit an den Üleber 
sangsstellen, die den stetigen Ueber- 
gang von u, w, w' aussagen, stets die 
richtige Anzahl der Gleichungen. Für 
einen geschlossenen Ring würden auf 
diese Weise sechs Konstante unbe:- 
stimmt bleiben, von diesen werden 
edoch drei durch die drei Bedingun- Abb. 3. 
sen festgelegt, welche das Gleich- 
gewicht der sämtlichen einwirkenden Kräfte ausdrücken, während drei freibleiben, die 
einer starren Bewegung des ganzen Ringes entsprechen. 


fr.) 





b) Belastung durch Eigengewicht. Setzt man (Abb. 5): 
X=gsind, Z=gcos%, q=Yı + ?h-l, 
worin 7, das Einheitsgewicht des Materials in kg/m’ bedeutet, so wird q wie auch X, Z 
in kg/m ausgedrückt, die inneren Kräfte S, N folgen in kg und das Biegemoment G in 
kem. Zunächst ist nach Gl. (4) 


F()—=R (Xsind + ZcosV0) dA + = Go +qgKd, 


weiter nach Gl. (5): G+qgRy 


H (9) —— — qRcosv’ 
sin I 
und nach Gl. (6) (7) und (8): 
N GC sin u (C re R 0) cos U 
S— — (cos —(G+gXRPB)sin d | (18) 
G= r| Nd3+-(C, = — R|(C+gR) c0s9 +(&+gRPB)sin9] + ©; \ 
J 


Kür die Verschiebungen «, ww findet man allgemein die Ausdrücke: 
w= Aı $ sin® + Bı 0 cos® + D, 9? cos® + Cı +4Acos® + Bsin 9] 


qR? 
u=(- A+2D +} 


2Eh 


R(C R RC; - \ 
N 4 — A, — ?2D, — .. Bin ig) +- B+B, + " \cosd +-E, 


\®cos# + Bı $ sin® + D, 9°’ sind + Cı e) (19) 
. , 


3Eh | 2 Eh 
worin 3R\ R 2C0+gR 3qR : 3 R?C, 
Aı =Iil-+ + » + , G=— 3 
h? h 8E IEh 2 E# 
3R’\ R © 3R’ı R qR 
B=—-(1-—) D=—(1+ re 
n/ nıA4aE n®/n SE 


ınd A, B, E, drei neue Integrationskonstante sind. 


Als Beispiel seien die Ausdrücke für den beiderseits gelenkig gelagerten, sym- 
metrischen Halbkreisbogen angegeben. Aus der Bedingung = + 7/2:G = 0 folgt zunächst: 
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| tg R? | 
Ca —0, daher BB=0 und GL = — und weiter aus d=+t7/2:u=0,w=0, B=0, 
Ei =0 und für kleine Werte von A/R: 
R 3.5n?—24) qR R 
# Ba > : A — —— i E . Er 
;" 2 32 E 4 


Daher werden die Spannungen 


R,. 
N in (sin $ — 20 cos 9) 


- 


qR ng \ 
S— - — (cos% + 2 #0 sin W%) (20). 


-— 


qR? , 
G=" (ar —3c0os9 —2%sind) | 


. 


c) Belastung durch Flüssigkeits- 
druck (Abb. 4). Wenn der Flüssigkeits- 
spiegel um 7, m über dem Mittelpunkte 





\bb. 4. angenommen wird, und Ah wieder klein gegen 
R ist, so ist zu setzen: 
X=0, Z—= — Yy(Hı + Rcosd), 
ahe l R 
daher FF) = —y R| H sin® + _ (9 + sin O cos 0) 


2 R? 
o—‘ z (#*— sin’ cos N 
H(9) — m 
sin $ 
d . 4 yR® ( c 
ur N—-Csind — | 0‘ — 2 cos ö 
R? i yR’\ı , 
S_ fo yi ) cos 6 (6: 7, )sin®+y MR . (21), 
yR? . yR? R 
G=-— R(C > ) cos 9 | R( ben ) sind —+ Cı 


worin Co, C, Cı drei Integrationskonstanten bedeuten. 
Für die Verschiebungen «, ıw findet man ähnlich wie früher: 


Fr R y Hı R? ) 
w = Aı $sin® + BL 9 cos® + D, 9? cos® +0) — I + 4c0os9 + Bsin$ 
2Eh 
Zur a u ae x y Hı R’ 
u=—|4Jdı +2D + '®cos0@ + Bı % sind + D,0°’sind —+| C, — u) (22) 
i 4Eh| 2Enh 
. R f 'y . ( - R Co Y \ 
+ 4A, H 4 (C u ; PR?) sın NW —+ B; — B+ cos V 1 Eı 
. 2Eh | 2 Eh 
worin 3R\R 40-3yR - 3R? 0 
A=(1- —) ; - ) = ‚n3 ) 
n"/ I6 E 2Eh 
3R’\ R ' 3R’\ R yR? 
B, = (1+ ) 2; R D-(1+ 3 Zn 
n""/n 4E h®/ıh 16 E 





und A, B, Eı drei neue Integrationskonstante sind. 

Für den Halbkreisbogen, bei dem der Spiegel der Flüssigkeitsbelastung durch 
den Mittelpunkt geht (HM, = 0) und dessen Enden wagrecht frei verschiebbar gelagert 
sind, liefern die Randbedingungen: 


Bu zn: N=-0: Cm, 
nyR° 


» G=0:&%=0, daher B =Q, ( =>— s 


4 


: v R® n?\ R? n? 
» u 0: KE,=0,A=-/ (4 an ) E — (3 ü ) 
16 Eh 1 h* 4 


während B der Natur der Sache gemäß unbestimmt bleibt. Für die Spannungen erhält 
man daher die Ausdrücke: 


vR? ‚R? . BR? . 7T 
N — 2 N cos Q, NY = } (cos N -+- N sın 0), (Fr — ‘ — (cos ” + 3 sin” . = ) (23). 


w “ 
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4. Knickung eines Kreisbogens unter konstantem Außendruck mit Berück- 
sichtigung der Normalkraft. Setzt man in den Gl. (2): XY—0, Z=p, R=a-—-(w+w”), 
so nehmen sie, wenn die triviale Lösung: S=— pa, N—=0, G@=( abgetrennt wird 
und nur Glieder erster Ordnung beibehalten werden, die Form an: 

S'—N=0, N+S—-pv(luw+wW)=0, G'— Na=0. 
Fihrt man hierin nach Gl. (15) ein: 


„ 3 Ga? Sa 
tum — .— ’ 
2En? 2Eh 
so erhält man nach Entfernung der Veränderlichen $ und @ die Gleichung: 
„ { 3pa” > A £ 
N”+(1+ Pe \N=0. 
2ER? 2Eh 
Diese Gleichung hat nun eine Lösung von der Form A:-cos2%, sobald: 
3 Da? pa a” a 
I+-— + —=4 oder p( + ) =] 
2EN” 2EN 2ER’? 6ER 
jas heißt, es ist: ‚h® n? 
das heißt, es ist p=2# (1 _ i 
a? 3a“, 
als der (erste) kritische Wert des Druckes — des Knickdruckes — anzusehen. Der 


Kinfluß des Normaldruckes ist durch das neben 1 stehende Glied gegeben, und zwar 
wird bei Berücksichtigung der Normalkrait der Knickdruck, was ohne weiteres einleuchtet, 
herabgesetzt. Der angenäherte Wert 2 E h’/a? wurde zuerst von Bresse angegeben '). 


II. Die genauere Theorie für ein Sonderproblem. 


1. Zur Abschätzung der Genauigkeit der in der Technik üblichen eindimen- 
sionalen Theorie ist es wünschenswert, genaue Lösungen zweidimensionaler Probleme zu 
besitzen. Eine allgemeine Methode zur Behandlung solcher Probleme, die auf geo- 
metrischer Grundlage ruht, wurde bekanntlich von F. Klein angegeben und in der Disser- 
tation von A. Timpe?) — in inverser Auswertung — für eine große Anzahl besonderer 
Fälle ausgeführt; an diese schließt sich auch die schon in der Einleitung genannte Arbeit 
von K. Wieghardt sowie auch eine Anzahl neuerer Arbeiten an, worunter insbesondere 
auch die von P.Funk zu nennen sind. Das hier interessierende Problem ist das des Kreis: 
ringes und insbesondere des Kreisringsektors; für dieses findet sich in der Dissertation 
von A. Timpe (S. 377) eine allgemeine Bemerkung, ohne daß jedoch dort das Verfahren 
weiter ausgeführt worden wäre, ein Sonderfall ist gerade der, für den die Lösung 
hier angegeben werden soll. 

Das Verfahren besteht darin, den Ringsektor zu einem Vollring und die Belastung 
in dem hinzutretenden Stück so zu ergänzen, daß für den Vollring ein Gleichgewichts- 
system resultiert. Für den Vollring ist die allgemeine Lösung bekannt. 

Um möglichst einfache Verhältnisse zu erhalten, werde ein Zylinderring mit der Mittel- 
linie in Form eines Halbkreises angenommen, auf den eine Belastung durch eine Flüssigkeit 
wirkt, deren Spiegel durch die wagrechte Ringachse hindurchgeht. Für das »ebene« Problem 
genügt die Betrachtung eines Streifens von der Breite 1. Seine Lösung ergibt sich mittels 
der Airyschen Spannungsfunktion w in folgender Form: Die Komponenten des Spannungs- 
(tensors sind durch die Ausdrücke gegeben: 


1 oO w 1 Od Vay @) 1 Oo w 
0, = -+ j 0, ’ zT = — ) . . (24), 


r Or ro) Ir Or ro, 


lie Funktion ı' genügt der »biharmonischen Differentialgleichung«. 
JJwy — () . r R a ; r r ü ; a ö (25) 


nd ist durch jene Lösung dieser Gleichung gegeben, für welche die durch die vorher- 
zehenden Gl. (24) bestimmten Spannungen an den Rändern des Bereiches die vorgeschriebenen 
‚Verte annehmen. Dieser rein mechanischen Auffassung der Randwertaufgabe kann die 
nehr geometrische an die Seite gestellt werden, die in der Forderung besteht, eine der 
sleichung AJw= 0 genügende Spannungsfläche w __w(r,%) zu konstruieren, die sich 


I) Man vergl. hierzu: R. v. Mises, Der kritische Außendruck zylindrischer Rohre, ZVDI. Bd. 58 
914), s.B850, wo das Knickproblem mit Berücksichtigung der endlichen Rohrlänge durchgeführt ist. 
?) Probleme der Spannungsverteilung in ebenen Systemen, einfach gelöst mit Hilfe der Alry- 


‚hen Funktion, Ztschr. f. Math. un. Phys., Bd. 52 (1905), S. 348. 
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an den Rändern des Gebietes stetig und mit stetiger Tangente an die für die beiden 
Ränder entsprechend definierten »Belastungsflächen« anschließt. Die Konstanten, die die 
relative Lage der Belastungsflächen für den Innen- und Außenrand gegeneinander be 
stimmen, werden durch die Forderung festgelegt, daß der im Ring auftretende Verzerrungs- 
zustand eindeutig sein muß. Im folgenden schließen wir uns an den ersterwähnten 
Vorgang an. 

2. Die Ausführung dieses Vorganges vollzieht sich nun so: Für die Flüssigkeits 
belastung des Halbringes gilt nach obigen Annahmen: 


p (9) = 710 008 U — Po cos%, Po =}1no. 
Die Belastung an der oberen Hälfte des Innenrandes ist nun so zu ergänzen, wie es in 
Abb. 5 und 6 angedeutet ist. Es ist also zu setzen: 
für 09 7/2, Pp=Pcosd, 
n2 = gg —_M, p=—- pP c08V. 


Da die hier zur Anwendung gelangende Lösung der Gleichung JAw= 0 aus den tri- 
gonometrischen Elementarlösungen zusammengesetzt ist, so ist zunächst diese Belastungs 
funktion in eine nach Vielfachen von # fortschreitende trigonometrische Reihe zu entwickeln. 
Es ergibt sich sonach für 0.9 als Belastung am Innenrande: 


- 


13} 
Od) 


SE 2 “ ) 2 2 -. 
pV)= E + — 00820 — j„ 608 9 + 0869 —...  . IM), 
T > 


«) 
4 


während die Belastung am Außenrande ver 

schwindet. Bis auf die nächste Umgebung der 

bei Y= 7/2 auftretenden Spitze ist die Reihe sehr 

gut konvergent. In Abb. 6 ist durch (+ cos 29), 

(+ cos 40) usw. die Gestalt der Näherungskurven 

zu erkennen, wie sie durch Hinzunahme der be- 
h treffenden Glieder entstehen. 











v k 
er { & 
L / 
Ri / 

ö We (+c05 2.0) 

er f 
Ba ze (505 4,6) 
\ ( +C05 6.6) 

. ! z En. 2) ERBE BRD... - ARE 

RR Bu 0 T/E 7/4 7/3 uU 8 

Abh. ». Abb. 6. 


Für die Spannungsfunktion ist wegen der Bedingung der Eindeutigkeit des Ver 
zerrungszustandes im Vollringe und wegen des Umstandes, daß die Belastungen an jedem 
Rand für sich im Gleichgewicht sind, der folgende vereinfachte Ansatz zu verwenden: 


N 
2 us n 19 An ) u .. 
v—= nlogr +bor’+ N) au" +5, rt? 4 + Pr „lesnda. . (27). 
y" zum | 
m 
Durch Ausrechnung von 6, und z mittels dieses Ansatzes und Benutzung der 

Beziehungen: ol, = —p(9), [e,=,,= 0, 
[0,|r N; =U, [z|, n=!, 
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»rhält man für die Beiwerte der ersten Glieder die foleenden Ausdrücke: 


« 5) 
-\ 2P0 ro?rı? } po ro“ 
Be _ . 2 „% a D) 29 
IT 1 -%" 7T rı —=170" 
‘ 2 fs 2 Mi . ‘ Z2(Q m. 2 u 
Ben 2 p0 ro (2rı! +rı’ ro‘ + 0°) } 270 ro“(3rı” + ro”) 
u Bee Pr (3 213 ’ De ra en 
7 ‘7 u u I rı°— ro‘) 
< 9 2 92 : 9 ‘ ‘ ‘ i 
da = 2 po ro‘ r,* (rı“ + 3 ro”) 7 2p ro“ r ’(n'+ rı° ro‘ +2 ro*) usw 
2 — . 3) ze . “ 
2 >,2 ’ t “ ‘ ‘ . , & . 
In (rı“ — r0°)° gt (ri? — r0%)° 


Die Spannungen selbst sind dementsprechend durch die Reihen gegeben: 


au Mr _2 
s=,+?2?b+[l- 2 -—6r!—4Prr7?]cos2% 
T 


T=2[; +3b,r? — 30, rt — Pr r?] sin29-+... 
ao - rr 5 PR bi 

EB ‚+?b+l2@ +12 b5r?+6 ua, rt]cos29 + 
r 


Diese Reihen sind wieder bis in die Nähe von ”— 7/2 sehr gut konvergent und zur 
zahlenmäßigen Berechnung der Spannungen gut brauchbar. Die Werte von 6,/po, die 
für die praktische Berechnung von besonderer Wichtigkeit sind, sind in der folgenden 
Zahlentafel angegeben und in Abb. 7 in ihrer Abhängigkeit von r und Ö dargestellt, in 
dieser Abbildung ist auch die Verteilung der Spannungen 0,/p, und 7/p, ersichtlich gemacht. 











0: /po ‘= () = a4 ‘= n/2 
Br ee er 0,584 + 1,062 + 3,000 
De 1 A er + 0,575 + 0,590 + 0.607 
er BE ein + 1,467 + 0,424 0,519) 
l) Das Auftreten von Druckspannungen aın Außenrande für F=n/2 ist auch von Coker bei 


elasteten Kettengliedern bemerkt worden. 
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3. Um die Verbindung mit der angenäherten Theorie herzustellen, bilden 
wir die Summen von 0, und 7 über den Querschnitt, sowie die Momentensumme von 0, 
um die Mittelachse des Trägers und erhalten so: 

r 


Ay -| o,dr = (- — -) +2 bo (rı ro) 


0 "| 


+ 1? (1 rn) +4b (nn) +2. (. = )| cos2# +... 


N dr —?2 E (rı — ro) + ba (rı? — ro?) — | —— ‚) — Pr | 


- “ 
y or ‚Trorrı r A Wi 
(= 0:9 dr —S = 76 In — | 


27 o ‘ . . 
2 ro 2 rıro 


u 
( i j = f . B__ r 2 (» 3 u 3) [ nn.» 
2 a an 7 r ) PFı) ( 
+ \»,[3 (n?— ro) — 2 (n’— rn’) /rı + r4)] 4 Ewa ER Ei Ihe \ :cos?2U0- .... 
_ 6m, 8 5 
( L "o Tı or |) 
setzt man n=R— h, vr, =R+h, so lauten die ersten Glieder von 8, @: 
S 2 h 2 h @ Ih 
== (1 +... == 0,6536 (1 . = - 
Po R TT R R Po R Rn 5 
Für — 7/4 sind die Werte dieser Größen S, @ im wesentlichen durch die angeschriebenen 
Glieder gegeben. Die angenäherte Theorie liefert die folgenden Werte — unabhängig 
von Al/R: Ss 4+n G 1/1 gr T gr 
= = 0,63, = | + — ) == 0,151. 
po R 5] > Po R 3 v2 ı} 2 Z 


Für kleine Werte von A/Z stimmen die Werte von S nahezu überein, und zwar um so 
besser, je mehr h/R gegen 0,025 geht; für die Biegemomente liefert die angenäherte Theorie 
für alle A/R, die kleiner sind als Vo,151- _. 0,69 zu hohe Werte, und zwar um so höhere, 


je mehr A/Z abnimmt. Aehnlich liegen die Verhältnisse auch bei anderen Werten von #. 
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Die Kipperscheinungen bei elastischen Ringen. 
Von R. GRAMMEL in Stuttgart. 


n einer früheren Arbeit!) habe ich gezeigt, daß elastische Ringe durch radiale Innen- 
oder Außenpressung zum Kippen gebracht werden können. Jetzt soll die damalige 
einschränkende Voraussetzung — äquatoriale Symmetrie des Ringes und des Kraft- 
feldes — abgestreift und die Theorie der Ringkippung in voller Allgemeinheit ent- 
wickelt werden. Hierbei ist zuerst festzustellen, daß es immer eine an allen Kippungen 
unbeteiligte Ringfaser gibt (1.). Je nachdem die Belastung in dieser Faser angreift (2.) 
oder in einer anderen Ringfaser und dann mit ihren Wirkungslinien die kippungsfreie 
Faser entweder streift (3.) oder nicht trifft (4.), ergeben sich Kipperscheinungen von sehr 
verschiedener Mannigfaltigkeit, wobei über- 
4 raschenderweise bis zu vier Kipplasten 
erster Ordnung auftreten können. Gleich- 
artige Kippungen wie bei Innenlast lassen 
sich auch bei Außenlast nachweisen ($.), 
ebenso bei einer gewissen Axialbelastung, 
die ich als Kraftringpaar bezeichne (6.), und 
können auch schon durch Eigenspannungen 
im Ringe hervorgerufen werden (7.). 


1. Die Gleichgewichtsbedingungen. 
Der Ring sei ein Wulst, der seiner geome- 
A trischen Gestalt nach durch Drehung eines 
BArdı2 ebenen Flächenstückes F' (Abb. 1) als seines 

Abb. 1. Ring mit Innenbelastung. Meridianschnittes um die Achse AA ent- 





I) Diese Zeitschrift 3, 1923, S. 429—441. 
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standen ist. In der betrachteten Meridianebene werde ein zunächst beliebiger Punkt © 
vom Achsenabstand $R zum Ursprung eines raumfesten kartesischen Koordinatensystems 
ınd zugleich zum Pol eines körperfesten Polarkoordinatensystems gewählt, so daß die 
\,age irgend einer Ringfaser vom Querschnitt d F durch die wie früher normierten Koor- 
dinaten &, % bzw. r, p angegeben werden kann. 

Der Ring werde verformt durch lauter radiale Kräfte P, die stetig und mit durch- 
weg gleicher Stärke um die Achse AA verteilt sind und alle an einer bestimmten (nicht 
notwendig oberflächlichen) Ringfaser angreifen, deren Polarkoordinaten wir mit a und 
180°-+«@ bezeichnen. Der Fahrstrahl « soll immer positiv gezählt werden, das Azimut « 
ist keiner Einschränkung unterworfen. Die Kraft P wirke bis auf weiteres stets auswärts 
Innenbelastung) und sei dann positiv gezählt und so gemessen, daß ihre algebraische 
Summe über den ganzen Ringumfang (die Gesamtlast) den Wert 27 P bekommt, daß 
also Pd% die auf den Winkelraum d 0 zwischen zwei konsekutiven Meridianebenen ent- 
fallende Last vorstellt. 

Behalten wir die früher!) auf ihre Genauigkeit hin überprüfte Annahme bei, daß 
die Querschnitte #' bei der Ringverformung sich selbst kongruent bleiben, und beschränken 
wir uns auf solche Verformungen, bei denen der Ring seine axiale Symmetrie behält 
(Kippungen erster Ordnung), so können die Kräfte P lediglich eine starre Verschiebung 
der Fläche F in ihrer eigenen Ebene nach F' hervorbringen, d.h eine radiale Ver- 
schiebung / R des Punktes O, verbunden mit einer etwaigen Drehung (Umstülpung) % 
um 0; von axialen Verschiebungen des Punktes O kann oiienbar abgesehen werden. Wir 
wollen kurzweg von einer positiven Umstülpung sprechen, wenn der Umstülpwinkel 
positiv ist, andernfalls von einer negativen. Bei dieser Verformung des Ringes entsteht 
mit dem Elastizitätsmodul E in der Faser r, g infolge der Aenderung Ag ihres Achsen- 
abstandes E eine (als Zug positiv gerechnete) Spannung 

ER „20 _ „AR+rlcos (p+y) — cos pl ee, (1). 
N QO 

Die Bedingungen aber dafür, daß an einem durch zwei konsekutive Meridian- 
ebenen herausgeschnittenen Ringsektor die inneren Spannungen © den äußeren Kräften P 
und ihren Momenten bezüglich O das Gleichgewicht halten, lauten jetzt 


[fo dF=P, lo rsin(g+W)dF=— Pasn(v+a) . ..&G 


w 


IV 
u 


y y 


Diese Gleichungen setzen voraus, daß der Ring vor seiner Verformung ohne 
Kigenspannungen war. | 
Wir definieren folgende sechs, dem Ring in seiner unverformten Gestalt eigentüm- 
lichen, geometrischen Größen 
a-[“f, B=[’“F, jr, u Be r, K— ferer, _ Pe (3) 
Je Je Je Jg Jg Jg 
F F F F F F 
und verabreden nachträglich, daß der Punkt O so gewählt sein solle, daß B=- (= 0 
wird. Dann lassen sich die Gl. (2), nachdem dort die Spannung © aus (1) eingesetzt ist 
und die Polarkoordinaten r, p in den kartesischen x, y ausgedrückt sind, in der Gestalt 
anschreiben 


AEJR=P ! (a) 
E |J sin w cos $ + K (cos W — cos 2W) + L sin w (1—cosw)] = Pasin(w +«) 


Die Größen A,B, (,J, K, L sind einer einfachen Deutung und Ermittlung fähig‘); 
insbesondere läßt sich der Punkt B=C=0, der weiterhin zum Koordinatenursprung © 
xenommen werden soll, für jede Fläche ohne Schwierigkeit finden: er liegt stets etwas 
häher bei der Ringachse als der Flächenschwerpunkt von F und möge der Kippmittel- 
punkt heißen. 

Die Größe A ist für Ringe mit äquatorialer Symmetrieebene Null, kann aber auch 
!ür allgemeinere Querschnitte verschwinden, die wir dann symmetrieartig nennen. 
Man darf sich den Ring stets so gelegt denken, daß bei dem in Abb. I gewählten 
Koordinatensystem die Größe X, wenn von Null verschieden, positiv ausfällt. Sie wird 


1 


A.a.0. S. 438 
*) A.a.0. 8. 430-432; die mit E multiplizierten Größen J, A, L sind dort mit aı., aa. az bezeichnet. 
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überdies durch die Größen J und ZL in engen Grenzen gehalten. Ist nämlich z irgend 
eine reelle Zahl, so ist nach (3) der Ausdruck 


2 . y2-+ x) . 
J?+2K2z+L=| dE 
„ { 
wesentlich positiv. Somit kann die Gleichung J2?+-2 Kz+ L—=0 keine reelle Wurzel : 
haben; dies erfordert aber, daß 
Er en an a ee .. .8 


bleibt !). 


Je nachdem der Fahrstrahl a (Abb. ı) Null oder nicht Null (und dann positiv) ist, 
je nachdem also die Last P im Kippmittelpunkt angreift oder nicht, soll die Belastung 
zentrisch oder exzentrisch genannt sein. Im zweiten Falle mag sie gerad oder 
schief heißen, je nachdem das Azimut « Null (bzw. 180°) ist oder nicht, je nachdem 
also die Wirkungslinie der Laast vor der Verformung durch den Kippmittelpunkt geht 
oder nicht. 


Ehe wir diese verschiedenen Belastungsarten einzeln auf ihre Kippfähigkeit hin 
untersuchen, stellen wir als allen Fällen gemeinsamen Inhalt der ersten Gl. (4) folgendes 
fest: Jeder Ring besitzt in der Gesamtheit seiner Kippmittelpunkte eine 
Faser, die, von allen Kippungen unbeeinflußt, sich mit gleichmäßig 
wachsender Last F gleichmäßig erweitert und mit abnehmender ebenso 
verengert (kippfreie Faser). 

Die im folgenden zu erledigenden Kippungen erweisen sich demgemäß als mehr 
oder weniger unstetig einsetzende Umstülpbewegungen w um die kippfreie Faser, die 
übrigens bei reiner Umstülpung ohne Ringerweiterung oder -verengung schon früher als 
neutrale Faser erkannt worden war’). 


2. Zentrische Innenbelastung. Greiit die Last im Kippmittelpunkte an, so 
geht mit a= 0 die zweite Gl. (4) über in die Bestimmungsgleichung derjenigen Umstülp- 
winkel w, mit denen der Ring ohne Umstülpmoment trotz der etwaigen inneren Span- 
nungen im Gleichgewicht verharren kann. Solcher freier Gleichgewichtsformen gibt es 
bei jedem Ringe, wie ich früher gezeigt habe‘), mindestens zwei und höchstens vier, 
wovon höchstens zwei stabil sein können. Befindet sich der Ring in einer seiner stabilen 
Formen, so behält er diese bei zentrischer Last bei, indem er sich lediglich erweitert 
oder verengert. Denn da mit @«— (0 die beiden Gl. (4) von einander unabhängig werden, 
so bleibt die Stabilität einer freien Gleichgewiehtsform auch bei einer Erweiterung oder 
Verengung JR erhalten. War die Form dagegen labil, so kann sie natürlich jederzeit 
in eine stabilere umklappen; als Kippung aber wird man dieses Umklappen nicht be- 
zeichnen dürfen, weil es unabhängig von der Belastung ist und auch schon bei P= 0 
eintreten Kann und tafsächlich eintreten wird. Wir können mithin sagen: Belastungen, 
die an der kippfreien Faser angreifen, bringen keine Kippungen hervor. 


3. Exzentrische gerade Innenbelastung. Die Kräfte P sollen nun nicht mehr 

im Kippmittelpunkt angreifen, doch soll wenigstens ihre Wirkungslinie durch diesen l’unkt 
gehen, solange der Ring sich in seiner natürlichen, d.h. für P— 0 spannungsfreien 
Gleichgewichtslage befindet. Jetzt hat mit «@— 0 die zweite Gl. (4) eine erste Lösung 
w-—- 0 für jeden Wert von P. Außer dieser Lösung, der ungestülpten Ringform ent 
sprechend, gibt es aber noch eine zweite Lösung, für die man aus (4) durch Abspalten 
von sin w und Einführen der Verhältniszahlen 

2 K 2 I; er Pa (6) 

oJ a Ze 07 EZ Zi Ze De 
die Gleichung bekommt 


a In . ı/ / 
(1 —A)cosw—+4 + (2? sınyw— ig p en 
5 , 


!) Vgl. den entsprechenden Satz über gewöhnliche Trägheits- und Zentrifugalmomente, z. B. be! 
F. J. Routh, Dynamik, deutsch von A. Schepp, Leipzig 1898, Bd. I, S. 3. 
*, Diese Bezeichnung läßt sich in derselben Weise sachlich begründen, wie bei syınmetrischeı 


Ringen, a. a. O. S. 450. 
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Faßt man den hierdurch bestimmten Wert von w als Funktion von p auf, so bemerkt 


man, daß die zweite Lösung W von der ersten Lösung w = 0 an der Stelle p=1 ab: 
weigt; denn (7) wird durch $=0 und p=1 befriedigt. Daher ist p—=1 oder 
EJ 
Pi = re re ea A 


ein kritischer Wert der Last P. 
Ferner überlegt man, daß das Potential der Belastung im Falle der ersten Lösung 
den Wert 7 = —2nrPAR, im Falle der zweiten Lösung aber den Wer U, = 
2zaP|AR-+a(l cos ı'')| besitzt, so daß für genügend kleine Winkel hinreichend 
rvrenau 
AU=U—-U=-—aPay? 
wird. Andererseits ist die Formänderungsarbeit allgemein gegeben durch den Ausdruck 


vw. (ya V, 


wo dV=?n(oe+ Jo)dF das Volumen einer Ringfaser bedeutet. Sehen wir für dieses 
eine Mal der Kinfachheit halber die Faserdehnung als klein an, vernachlässigen also 
/o gegen _E, so wird 


Rn - "(4 0)% Ä R ö ‚d 
W=ne —-dF=nE ar 2 (1 — cos") y sin ı)? 


‘) ) 
x N 





also für sehr kleine Winkel w wegen B= (Ü=0 im Falle der zweiten Lösung wieder hin 


reichend genau W, =7E[A(J R)’ + Jw?| im Falle der ersten Lösung aber WW = nr EA(JR)", 
so daß die Diiierenz : 





AW=W, —W, =nkEJWw? 
erscheint. Die zweite Lösung hat demnach in unmittelbarer Nähe der ersten Lösung 
eine um den Betrag 

AU+4W=nw’(EJ—-Pa........0) 

ößere potentielle Energie als die erste Lösung. Dieser Betrag ist zufolge (8) unmittelbar 
iber dem kritischen Wert P, von P negativ; mithin stellt dort die zweite Lösung die 
stabile Ringform dar. 
Endlich bildet man aus (7) 


Ivy 2 
( ") = ho + ae). 
dp/P=P 3% 


Dieser Ausdruck gibt an, wie stark die Kippung beim geringsten Ueberschreiten der 


I 


Last P, einsetzt. Wir sprechen jetzt den Sachverhalt in folgendem Satze (A) aus: 


Exzentrische gerade Innenbelastung, von Null an stetig wachsend, 
erweitert den Ring zunächst ohne Umstülpung. Sobald die kritische Last P, 
Kipplast erster Art) überschritten wird, hört die ungestülpte Ringform auf, 
stabil zu sein; es tritt vielmehr eine Kippung ein, die um so heftiger be- 
sinnt, je symmetrieartiger der Ring (d.h. je kleiner K gegen J) ist, und 
diese Kippung ist (bei positivem Ä) stets positiv; nur bei symmetrieartigen 
Ringen (K=0) ist der Kippungssinn unentschieden. 

Da die Kippung bei der Last P, i. a. durchaus stetig einsetzt, so wollen wir sie 
ls stetige Kippung (im Unterschied von einer nachher auftretenden sprunghaften 
‚ippung) bezeichnen. Um ihren Fortgang bei weiter wachsender Last beurteilen zu 
können, ist es nötig, je nach dem Werte von A drei Unterfälle zu unterscheiden. Ein 


ing soll fortan flach, rundlich oder breit') genannt werden, je nachdem A 1 ist. 


— 


a) Rundliche Ringe. Mit = 1 hat man statt (7) 


u \ 


„)=p on u 


Veutet man die Umstülpwinkel % als Ordinaten über den Belastungszahlen p als Abszissen, 
so stellt diese Gleichung eine zum Parameter x gehörige Kurvenschar vor; der Para- 
neter # ist dabei gemäß (5) ein positiver echter Bruch. In Abb. 2 (die man sich, wie 
ıch die folgenden Abbildungen mit w-Ordinaten, zu einem Zylinder so aufgewickelt zu 
'enken hat, daß die Ördinaten w — + 180° und % — — 180° sich decken) sind einige 


1+#(2sinp — tg 


) vel.a.a. 0. 8. 439. 
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Kurven dieser Schar gezeichnet, wobei die stabilen Formen stark ausgezogen sind und 
der Vollständigkeit halber auch noch die für alle x gemeinsame erste Lösung w=0 
hinzugefügt ist. 

Man bemerkt, daß außer der schon erledigten stetigen Kippunz bei der kritischen 
Last P, (also p= 1) noch andere, durchaus sprunghafte Kippungen bei zwei weiteren 
kritischen Lasten PX und P/, den Kipplasten zweiter und dritter Art, möglich 
werden. Die zugehörigen Belastungszahlen p und p’ sowie die entsprechenden Wiakel w' 
und ?'" lassen sich angeben. Man findet w und w" vermöge (11) aus dp/dw= 0 oder 











cos % (V3 1)/2 zu 
m + 63°,53, w = 68".53 er en et EEE 

womit dann 

p=1+1,80%, pP—1 N. 28: (13) 
oder arıch 

E . „ E m 
P: = (J+ 1,180 -K), P;, = (J ME Sr 
da Aa 


tolet. Es gilt mithin folgender Satz (B): 


Hat die exzentrische gerade Innenbelastung den kritischen Wert P 
überschritten, so stülpt sich der rundliche Ring mit weiterwachsender Last 
stetig weiter um; sobald der kritische Wert zweiter Art P, erreichtist, kippt 
der Ring sprunghaft von W bis zueinem Winkel über 150’ um, wobeier keine 
Gleichgewichtsformen durchläuft; bei weiterem Anwachsen der Last geht der 
Umstülpwinkel asymptotisch gegen 180° zurück. Epntlastet man den Ring 
wieder, sonimmt der Umstülpwinkel (den man jetzt negativ rechnen mag) zunächst 
stetig bis zum Wert ®@" zu, wobei eine kritische Last dritter Art PP 
erreicht wird; jetzt kippt ersprunghaft und ohne dabei Gleichgewichtsformen 
zu durchlaufen in die ungestülpte Form zurück und verengert sich bei wei- 
terem Sinken der Last stetig mit dieser. 
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Nur bei symmetrieartigen rundlichen Ringen (<= 0) fallen die drei Kipplasten und 
‚lso die stetige und die sprunghaften Kippungen zusammen, so daß die an sich stetige 
Kippung bei 7’, hier sogleich sprunghaft einsetzt. 

b) Flache Ringe. Geht man auf die Gleichung (7) zurück, so gehört zu jedem 
Wert A>1 wieder eine Kurvenschar, die nun das Aussehen von Abb. 3 (zui=3 ge- 
;eiehnet) besitzt. Auch hier sind, sobald # von Null verschieden, der Ring also nicht 
vmmetrieartig ist, außer der stetigen Kippung bei ?, (oder p = 1) sprunghafte Kippungen 
ei den Lasten P, und P;’ zu erwarten; für die entsprechenden Winkel w findet man 
aus dp/dw= 0 die Bestimmungsgleichung 





(Lk — 1)sinw (1 + cos w) + [2 cos W (1 + cos W) ı|=0. . . (1). 
Addiert man hierzu die mit sin % multiplizierte Gl. (7), so erhält man die zu 7’, und P" 
rehörenden Belastungszahlen D=2A—I1+HIXRBV. . : 2... 0.0.0. (16), 


falls man hier die entsprechenden Wurzeln %' und %"” von (15) anstelle von % einsetzt. 

/ur Uebersicht sind in Abb. 4 die kritischen Werte und %" über den Abszissen A > I 

für verschiedene Parameter # aufgetragen; dagegen ist es bequemer, die kritischen Zahlen 

» und p” als Abzissen zu den Ordinaten x für verschiedene Parameter A > 1 einzuzeichnen, 
ie in Abb. 5 geschehen ist. 


kr 


-—— _ — ——— 








Abb. 4 (nebenstehend). Abhängirkeit der 
i* Kippwinkel von den Ringparametern x, /. 


n 
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„, Abh. 5 Abhängigkeit der Kipplasten von 
s den Ringparametern %, 4. 
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Der in Satz B ausgesprochene Sachverhalt trifft — mit den jetzigen 
Werten von W, w", P/, Pr" — auch für flache Ringe zu. Ein wesentlicher Unterschied 


'ritt nur für symmetrieartige flache Ringe insofern auf, als nun der Bereich der sprung- 
haften Kippung ganz verschwunden ist, so daß die stetige Kippung durch lauter Gleich- 


„ewichtslagen bis zur völligen Umstülpung des Ringes führt. Auch von einer sprunghaften 


wieckkippung kann wegen P;' = Pı jetzt nicht mebr die Rede sein: dafür hat aber die in 


"iesem Falle stets vorhandene Lösung I — -- 180° einen Verzweigungspunkt bei 
E 
pP’=24—1 odr PP=-(2? L—-N...... (an, 
AL 





wie man aus (7) mit <—=0 erschließt. Dort setzt dann beim Entlasten eine zwar sehr 
»lötzliche, aber gerade noch stetige Kippung ein, die mit dem Augenblicke, wo mit P;" 
ie sprunghafte Kippung zu beginnen hätte, den symmetrieartigen Ring bereits in die 
ngestülpte Form zurückgebracht hat. 

c) Breite Ringe. Man kann den Fall der breiten Ringe (A < 1) auf den Fall der 
lachen Ringe (A > 1) zurückführen, indem man setzt 


p — ] 4 ). Zn I p*, N — ap“ a K u A ai R ) —— 1 ar ä : j ° (18). 


14* 


i 
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Diese Transformation führt nämlich (7) in sich selbst, jedoch mit den gesternten Größen, 
über. Um die Bedeutung der Transiormation (18) zu finden, beachtet man, daß durch 


os u — 1 Er n . 
Spiegelung am kritischen Punkte YP ' der beliebige Punkt (p, w) der p, w-Ebene über 


Iyı — ()\ 
geht in den Punkt (y',w') mit den Koordinaten 
P=-2-p vV--—Y% (19); 


verändert man dann noch den Maßstab auf der 5-Achse so, daß die Strecke, die bisher / 
Einheiten darstellte, nun eine Einheit bedeutet, läßt aber dabei den Punkt p=yp =! 
der Abszissenachse an seiner alten Stelle liegen, so geht ein beliebiger Punkt (y', w') über 
in den Punkt (p*, w*) mit den Koordinaten 


N eiHt wu on 


Vereinigt man die Transforma- 
[780 Man = tionen (19) und (20), so er- 
4 scheinen gerade die beiden ersten 

Formeln (18). Demnach gehen 

aus den für flache Ringe (A > 1) 

POT gültigen p, w-Kurven diejenigen 
I für breite Ringe (A <1) da 

A=Y3 durch hervor, daß man jene am 


= N spiegelt 


uf x kritischen Punkte 

und sodann je A Einheiten der 
$ p’ „2 p-Achse durch je eine einzige 
Ai vo Mo 17 i so ersetzt, daß dabei der kriti- 
sche Punkt an seiner Stelle 
| FI, (p* = 1) liegen bleibt, und 
50°; 1 wrrN | schließlich an jeder Kurve statt 
des Parameters x den Parameter 
»* — x/) anschreibt. Auf diese 
Weise ist unter Fortlassung 


Ry” der Sternchen — Abb. 6 (zu / 
2 — '/s gehörig) aus Abb. 3 ent- 
Pen standen. In ähnlicher Art liebe 
— mn sich Abb. 4 und 5 auf breite 

Ringe umzeichnen. Man kann 

Abb. 6. Breiter Ring mit exzentrischer gerader Innenbelastung. aber die zu den Parametern 
x*, )* gehörigen kritischen Werte 

w',ap' und p,p' für breite Ringe auch aus Abb. 4 und 5 so entnehmen, daß man dort 


die w- und ‚Werte bei den Parametern 
K == arjı* R = 1/A* R R . . i s . j . (21) 
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abgreift und daraus die kritischen Werte 
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berechnet. 

Der in SatzB ausgesprochene Sachverhalt trifft — mit den neuen Werten 
von @, WW, P%, Pk — auch für breite Ringe zu. Der symmetrieartige breite Ring 
nimmt insofern wieder eine Sonderstellung ein, als jetzt der Bereich der stetigen Kippung, 
wie beim symmetrieartigen rundlichen Ringe, verschwunden ist (P; = P‘), so daß die Kippung 


sogleich sprunghaft zu völliger Umstülpung führt, ohne daß aber dabei — im (regensatz 
zu jenem — Gleichgewichtslagen durchlaufen würden. In gleicher Weise erfolgt die 


sprunghaite Rückkippung von der völlig umgestülpten Form aus, und zwar ist der zuge 
hörige kritische Wert 


pP," — (2 L— J) . : 4 A r . ’ n . R (23) 


deswegen mit P;° (17) identisch, weil auch hier wieder I — 4 180° eine Lösung darstellt, 
die dort eine Verzweigung besitzt. 
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Zu beachten ist für alle drei Unterfälle a), b) und ec) noch die Tatsache, daß bei 
hinreichend kleinen Werten von 4 oder bei hinreichend großen Werten von x, d.h. bei 


sehr breiten oder sehr unsvmmetrischen 
negativen p-Werten übergreifen können, so daß insbesondere P;" 


Ordinaten der Schnittpunkte 
eines solchen Zweiges mit 
ier Ordinatenachse (p— 0) 
eben die freien Gleichge- 
wichtsformen des Ringes an 


vergl. 2.). Bringt man dem- 
vemäß einen solchen Ring 
durch Belastung über seine 


Sprungkippung (P;') hinaus, 
so eeht er bei völliger Ent- 
lastung auf P= 0 nicht mehr 
von selbst in seine unge- 
stilpte Form (W—= 0), sondern 
nur in seine zweite, halbge- 
stiülpte, stabile Gleichgewichts- 
form zurück. Erst negative 
Belastung bis zum Betrag P; 
/usammenziehung des Rin- 
bringt ihn durch die 
zweite Sprungkippung nach 
 — (0, worauf er sich, wenn 
die negative Last jetzt wieder 
forteenommen wird, in seine 


ges) 





iingen die stabilen Zweige der p, w-Kurven zu 





negativ wird. Die 
k’ 
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stark schwach lache Ringe 


br ep Ange 


Abh. 4 


ıngestülpte, spannungsfreie Anfangsgestalt zurückbegibt. 
Der Bereich, in dem dieser Sonderfall negativer Werte von P;’ eintritt, ist in Abb. 7 


schraffiert. 


Ringe mit negativen Kipplasten Px". 


Die diesen Bereich links begrenzende Parabel ist durch die Bedingung (5), 


die man auch als #? <A schreiben kann, gegeben; die rechte Grenzkurve ist die Ein- 
hillende der Geradenschar, die durch (7) mit p: 
Parameterwerte % dargestellt wird. 


0 in den Koordinaten x, ) für negative. 


4. Exzenirische schiefe Innenbelastung. Gehen mit « |-0 die Wirkungslinien 
der Lasten vor dem Beginne der Umstülpung nicht durch die kippfreie Faser, so muß 
man auf die zweite Gl. (4) zurückgreifen, die man mit den Verhältniszahlen (6) auf die 


(restalt bringen kann 


[(1 — A) cos ı + A] sin W + # (cos » — cos 20) = p sin (W + «) 


(24). 


Ws handelt sich darum, den Zusammenhang zwischen p und ® und die Stabilität dieses 
Zusammenhanges für die Parameter «, #, 4 klarzustellen. 
Allgemein folgt aus (24), daß die ungestülpte Ringform (1 = 0) nur dann vorhanden 

sein kann, wenn p sin@—0 ist, d.h. wenn die Belastung gerade ist (3.): Jede schiefe 
exzentrische Innenbelastung hat eine Umstülpung zur Folge. 
Es empfiehlt sich, die Untersuchung des weiteren Verlaufes dieser Umstülpung hier 

nach dem Werte des Symmetriefaktors # zu unterteilen. 


a) Symmetrieartige Ringe. 


,sinw- 


u 
,„ Sin 2p=psin(W + «) 


Mit «= 0 vereinfacht sich (24) in 


(25). 


'n Abb. 8 bis 11 ist je für einen rundlichen Ring (= 1), für einen flachen A — 2), für 
einen wenig breiten (A—=?/;) und für einen sehr breiten (= '/;) der Umstülpwinkel 
wieder abhängig von der Lastzahl p aufgetragen, wobei wie früher die stark ausgezogenen 
survenstücke den stabilen, die schwach gezeichneten den labilen Formen entsprechen. 
a ein Vorzeichenwechsel von « lediglich einen Vorzeichenwechsel von » nach sich zieht, 
0 kann man sich im Falle <— 0 auf positive Winkel « beschränken. 
Die Punkte (p, ) mit lotrechter Tangente (4p/dw = 0) gehorchen der Gleichung 

cos pw + (1 —A)cos2W —=p cos (VW + «) 


ie Punkte mit lotrechter Wendetangente (d’p/dıp?—= 0) außerdem der Gleichung 
,sinw+2(1 —A)sin?2py=psin(w-+ «) 


(26), 


(27). 
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Zieht man (25) von (27) ab, so findet man als Bedingung für das Vorhandensein eine: 
lotrechten Wendetangente 
(1 —A)sin2y=0. 


Abgesehen von dem hier trivialen Falle A= 1 (der nach (25) und (27) auf <=0 und 
p= 1, also auf die schon erledigte Kippung des rundlichen Ringes bei der geraden Be 
lastung P, führt) besitzt diese Gleichung die für positive @ auf dem stabilen Zweige 
liegende Lösung 
a ce a 
wozu dann nach (25) und (26) 
io4 s op 
“a = arcig i pmn= | AI a (1 — ).)? Mar rn 29) 
/. 
gehört. Da bei positivem p nach (25) und (26) kein unecht gebrochener positiver Wert / 
ein positives «, unter 180° erzeugt, so gilt der auch schon in Abb. 5 und 9 verkörperte 
Satz (C): 
Schiefe Innenbelastung stülpt symmetrieartige flache und rundliche 
Ringe ohne Kippung um, wobei sich der Umstülpwinkel wachsend, doch 
asyvmptotisch dem Werte 180° — « nähert. 


1% 
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\bb. 8. Rundlicher symmetrieartiger Ring mit Abh. 9 Flacher symmetrieartiger Ring mit 
exzentrischer schiefer Innenbelastung. exzentrischer schiefer Innenbelastung. 


Die bei flachen Ringen auftretenden isolierten stabilen Zweige der Kurven im 
Bereiche negativer %-Werte (z. B. bei der Kurve «= 10° in Abb. 9) sind von keiner 
wesentlichen Bedeutung. Es gelingt zwar, den Ring dort durch Innenpressung in einer 
Form stabil zu halten, die mit der ursprünglichen Form nicht durch stabile Lagen zu- 
sammenhängt; aber der Ring springt beim Sinken oder Steigen der Innenpressung schlieb- 
lich doch wieder auf die stabilen Zweige des positiven (uadranten. 

Die breiten Ringe gliedern sich in zwei Klassen, von denen die eine dieschwach- 
breiten Ringe (A  '/,), die andere die starkbreiten (A <',) umfaßt. Man finde! 
nämlich, daß sich von der Kurve (25) unter gewissen Umständen eine Gerade w = 180° — «; 
abspalten läßt, nämlich dann, wenn « der Bedingung 


2 l—A , 
4. sIn da — sin ?2& = (0 
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rehorcht, aus der (abgesehen von dem hier trivialen Falle « — 0) folgt 


} fr 
ds = ar0008 - ee a ea I N 


Ein reeller positiver (von Null verschiedener 
ınd also hier nicht trivialer) Wert « wird 
nur von solchen Werten } erzeugt, die dem 
Bereiche der starkbreiten Ringe angehören. 

Jetzt läßt sich das Verhalten der 
breiten Ringe überblicken; zunächst gilt in 
Uebereinstimmung mit Abb. 10 der Satz (D): 

Schiefe Innenbelastung stülpt 
vmmetrieartige schwachbreite Rin- 
ve (1>A 7 '/) ohne Kippung um, so- 
lange «> «, bleibt. Ist dagegen der 
positive Winkel @  «, so wird bei 
steigender Last ein kritischer Wert 
P,erreicht, bei dem der Ringsprung- 
haft und ohne dabei Gleichgewichts- 
formen zu durchlaufen umkippt zu 
einem Umstülpwinkel, derkleinerals 
0’ — « ist; von hier aus nähert sich 
der Umstülpwinkel wachsend, doch 
asymptotisch dem Wert 150°’— «. Beim 
Entlasten nimmt der Umstülpwinkel 
ab und kippt nach Erreichen einer 
weiteren kritischen Last /’,’ sprung- 
haft zu positiven Werten zurück, um 
dann vollends stetig auf Null zu 
sinken. 


Die kritischen Werte P, und P,’ sind 
samt den zugehörigen Winkeln w, und wy 
durch das simultane System (25), 
>65) bestimmt; sie decken sich im 
"alle @—0 mit den Kipplasten (8) 
und (23) und rücken im Falle «= «, 
in den aus (29) folgenden gemein- &=735° 
samen Wert 


0° 
Kurt - Di ie 


10 [0] 


Nu 


zusammen, wobei der Ring in der 
Lage w, —= 90° unruhig wird. = 60°. 

Weil gemäß (29) und (30) =°- 
die Grenzwinkel « und «& stets 
ınter 90° liegen und somit immer 
“, — @, ist, so muß man für stark- 
breite Ringe zwei Bereiche unter- 
scheiden. Es gilt, in Ueberein- 
stimmung mit Abb. I 1, der Satz (E): 
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Abb. 10. Schwachbreiter symmetrieartiger Ring 
nit exzentrischer schiefer Innenbelastung. 
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Symmetrieartige stark- 
breite Ringe (A<'/,) verhalten 
sich bei schiefer Innenbelas- 
tung in dem Bereiche "> « 

-& ebenso wie schwach- 
reite Ist dagegen @=&s, So 
pringt der Ring nach Er- 
"eichen der kritischen Last P, 


ogleich zuw=180°— a under- abh. 11. 


weitert sich bei weiterem Zu- 





& = 70° 
30° 


63,95 


P. L ( 
ISO = 30° 
' —Q 1 

-/.0 Ir 


! 


Starkbreiter shymmetrieartiger Ring mit exzentrischer 
schiefer Innenbelastung. 
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nehmen der Last in dieser Form ohne weitere Umstülpung; entlastete man, so 
verengertsich der Ringin derselben Form bis herab zu einer Kipplast vierter 
Art P&"< P,, kippt dann stetig zu größeren Winkeln w über und kommt bei 
völliger Entlastung in der ganz umgestülpten Form (die für starkbreite 
symmetrieartige Ringe stets eine freie stabile Gleichgewichtsform ist) an; erst negative 
Belastung läßt den Ring bei einem weiteren kritischen Wert P,’<0 in eine 
weniger gestülpte Form zurückspringen, aus der er bei Fortnahme der 
Last in die spannungslose Urform übergeht. Ist endlich der positive 
Winkel @«<«%, so kippt der Ring nach Erreichen der kritischen Last P; 
sprunghaft und ohne dabei Gleichgewichtsformen zu durchlaufen zu einem 
Kippwinkel, der jetzt größer als 180°’ — « ist; von hier aus nähert sich der 
Umstülpwinkel abnehmend, doch asymptotisch dem Werte 150’—« Beim 
Entlasten nimmt der Umstülpwinkel zu, und der Ring kommt bei völliger 
Entlastune in der ganz umpgestülpten Form an, aus der er erst durch 
negative Be- und Entlastung in der für den Fall @=«& geschilderten Weise 
in die ungespannte Urform zurückgebracht wird. 











Auch hier gibt es wieder isolierte stabile Kurvenäste, und zwar für «> 
(z. B. bei den Kurven «= 90°; «= 135° in Abb. 11). Sie bedeuten Umstülpungen aus 
der ganz gestülpten stabilen Gleichgewichtsform heraus. 

Die Werte P, und P;? berechnen sich wie vorhin aus (25) und (26). Die Kipplast 
vierter Art P%” folgt’ aus (25), indem man den Grenzwert bildet 


ı . / ? (1 — )) cos yY 2 \ 
0 


‚! 10% sin (Ü + a) 


Setzt man hier “ aus (30) ein, so kommt gemäß (6) 


Een DI Frrtle ne 

a J—-L | 
Man beachtet noch, daß die sprunghaften Kippungen, die in den beiden Bereichen 
unterhalb und oberhalb « vorkommen, von wesentlich verschiedenem Aussehen sind: 
im ersten Falle wird die asvmptotische Lage w— 180° — « übersprungen, im zweiten 
Falle nicht. Im zweiten Falle ist dieser Sprung nahezu reversibel (für «= «, genau 
reversibel), im ersten Falle ist er, wenn negative Lasten ausgeschlossen werden, ganz 

irreversibel. 


b) Nichtsymmetrieartige Ringe. Der Fall # }0 des nichtsymmetrieartigen 
Ringes läßt sich durch eine Transformation auf den nun erledigten Fall <=0 des 
symmetrieartigen Ringes zurückführen. Man setze nämlich mit Hilfe von zwei neuen 
Parametern 4’ und 9 

n vy ) \ f 2x \ 
1—i=(1—4)cos2P | \tg2= 
oder 1- 


2x= (1 —4) sin 2 "er tri-M’+un 


/ » \ 


(33), 


wobei der (Juadratwurzel nach Belieben das eine oder andere Zeichen gegeben werden 
ann, jedoch so, daß 4' jedenfalls positiv wird; den Winkel 5 beschränkt man zweck- 


mäßige auf den Bereich — 45° << <{ + 45°. Wählt man jetzt einen neuen Umstülpwinkel 
Wen. » 3.1.03 were 5 AL 


d.h. rechnet man den Umstülpwinkel vom Azimut 5 aus, so erhält man statt (24) 


! 





a . ' 1 / . ) . ) . ’ ) nr 
)' sin I + sin2wW—psin(W”+a+?p?)+usinwW—+vcosw . . (35) 
5) 
mit u —)cosß+xsinf, v=-—Asinß—xcoß . . . (36). 
Setzt man endlich 
u—=C 0087] (tgy=viu ! R 
oder y 4 37), 
?=csımnY ) c=Vu?+ v? 
so wird aus (35) 
y . , l ) “ . \ . 1 9 
sin w' + sin2w=psin(W+«+ß)+esnwW+}r). . . (88). 
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Der Vergleich mit (25) zeigt: Ein nichtsymmetrieartiger Ring mit den 

Parametern (%,) besitzt unter einer Innenlast (p, «) einen um ß größeren 

mstülpwinkel als ein symmetrieartiger Ring mit dem Parameter / unter 
‚iner Innenlast (p,@«-+ß), zuzüglich einer Last (c,y). 

Will man sich hierbei auf positive Werte + beschränken, so können beim symmetrie- 
rtigen Vergleichsring negative «-Werte vorkommen; dies bereitet aber keine Schwierig- 
keit, da, wie schon erwähnt, für negative Winkel « die Abb. 8 bis 11 einfach um die 

Achse umzuklappen sind. 


Hieraus geht nun hervor, daß bei den nichtsymmetrieartigen Ringen keine anderen 
Kipperscheinungen auftreten können, als bei den symmetrieartigen. Da aber bei der 
"ransformation (33) ein flacher oder rundlicher nichtsymmetrieartiger Ring je nach dem 
Werte von x sehr wohl einem breiten symmetrieartigen zugeordnet sein kann, so wird 
der flache oder rundliche nichtsymmetrieartige Ring unter Umständen sehr wohl derjenigen 
Kipperscheinungen fähig sein (Satz D und E), die beim symmetrieartigen Ringe nur mög- 
ich sind, wenn er breit ist. Außerdem ist zu beachten, daß, wegen der dem symmetrie- 
artigen Vergleichsring aufzuerlegenden Zusatzlast (c, 7), die früher (Satz E) nur bei 
negativen Lasten beobachteten Kippungen jetzt möglicherweise schon bei positiven Lasten, 
also vor der völligen Entlastung eintreten können. 


5, Außenbelastüung. Vertauscht man in den Grundgleichungen (4) P mit — P, 

mit 180°-+@ und JR mit — AR, so bleiben diese unverändert. Dies besagt: Der 
Ring verhält sich unter einer Äußenlast hinsichtlich aller Umstülpungen 
einschließlich der Kippungen genau wie unter einer — auf den ganzen 
Umfang gerechnet — gleichgroßen, aber entgegengesetzt gerichteten 
Innenlast, deren Angriffspunkte zu denjenigen der Außenlast symmetrisch 
bezüglich der Kippmittelpunkte der zugehörigen Meridianschnitte liegen. 


Selbstverständliche Voraussetzung ist hier, daß die Außenlast unter dem Betrag 
bleibt, der die Stabilität des Ringes als eines rotationssymmetrischen Gebildes überhaupt 
vernichten würde. 


6. Axialbelastung. Es möge jetzt anstatt der bis- e 
herigen Radiallast P eine doppelte, entgegengesetzt gleiche Ummmssenee 
\xiallast ?' am Ringe wirken (Abb. 12), ebenfalls mit 
durchweg gleicher Stärke stetig um die Ringachse verteilt. 

Die oberen Lasten sollen an einer und derselben Ring- | 





[aser angreifen, die unteren an einer beliebigen anderen. | R 
Die Durchstoßungspunkte dieser Fasern durch die xy L 

Ebene mögen die Entfernung «a von einander haben; der 1 

Winkel zwischen den Wirkungslinien der Kräfte und a 


dem Entfernungsfahrstrahl a sei «, positiv grerechnet, 
wenn die Kräfte P’ eine positive Umstülpung einzuleiten Abb. 12. Ring mit Axialbelastung 
streben, andernfalls negativ. Die algebraische Summe der (Kraftringpaar). 

oberen Kräfte für sich sei 27 /”, ebenso groß die der 

unteren. Man kann eine derartige Belastung ein Kraftringpaar nennen. 


Offensichtlich ändern sich die rechten Seiten der Gl. (2) jetzt nur insoweit ab, als 
ı der ersten dieser Gleichungen die radiale Kraft P wegbleibt und in der zweiten das 
Moment Pa sin (p+«) durch P'a’ sin (w-+ «) zu ersetzen ist. Hieraus geht aber hervor: 
Ein axiales Kraftringpaar (P', a‘, «) erzeugt (abgesehen von der jetzt wegfallenden 
Ningerweiterung {R) am Ring dieselben Umstülpungen und also auch die- 
elben Kipperscheinungen, wie eine radiale Belastung (P,a,«) = (P', a, «). 

Es ist bemerkenswert, daß — im Rahmen unserer Annahme über das Starrbleiben 
er Querschnitte # — nur die gegenseitige Lage der Angrifispunkte des Kraftringpaares 
maßgebend ist und nicht — wie bei Radiallasten — ihre Lage zum Kippmittelpunkte. 
Vaher zeigen sich mit «@ = 0 die von der geraden Radiallast bekannten Kipperscheinungen 
etzt auch schon dann, wenn gegenüberliegende Kräfte des Kraftringpaares in derselben 
Wirkungslinie liegen, ohne daß diese notwendig durch den Kippmittelpunkt des Quer- 
chnittes hindurchzugehen braucht. 


7. Eigenspannungen. Schließlich liegt die Frage nahe, ob der Ring nicht auch 
chon durch Eigenspannungen (etwa infolge von ungleichmäßiger Erwärmung) zum 


te nit n 
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Kippen gebracht werden kann. Um diese Frage zu entscheiden, fügen wir in den Gl. (2) 
zu den Umstülpspannungen o die (als Zug positiv gerechneten) Eigenspannungen 6* hinzu, 
die wir ebenfalls als axialsymmetrisch voraussetzen, und deren Verteilung über den 
Querschnitt Z#' gegeben sein soll. Sehen wir jetzt von äußeren Kräften P und P’ab, so 
gilt statt (2) 


(@ + 0*) dF = 0, 5 —+ o*) rsin (q 4 mn dF=0 ; ’ : : (39) 
F, F, 


H , 
In der zweiten dieser Gleichungen kommen die statischen Momente der Eigenspannungen o* 
bezüglich der Koordinatenachsen vor; es empfiehlt sich, mit einer positiven Zahl 7 und 
einem keiner Einschränkung unterworfenen Winkel 7 diese Momente folgendermaßen 
auszudrücken: 
oe xzdF=Toost, ewäFf= Tisr .. . . + KM). 
F F 


Diejenire Rinefaser. in der eine Zuespannune vom Betrare 7 wirkend dieselben statischen 
> ’ 85p > 


Momente besäße, wie die Eigenspannungen 0*, hat offenbar die Polarkoordinaten r = | 
und 9=r. Wir nennen T und 7 die Parameter der Eigenspannung 0*., 


Nunmehr kann man die Gl. (30) mit Hilfe von (1), (3) und (40) in die Gestalt 
bringen 
EAJIR- 0 F | 
R (41). 
\ 


E [J sin 9 cos w + K (cos W — cos ?2w) + L sin w (1 — cos w)] — 7 sin (w + 7) 


\ 

Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt, daß die Kippfreie Faser B=Ül—0 auch 
im Falle von Eigenspannunrgen ihre Eigenschaft als solche behält. Der Vergleich der 
zweiten Gleichung mit der zweiten Gleichung (4) aber besagt: Eigenspannungen mit 
den Parametern (T, 7) rufen dieselben Kipperscheinungen hervor, wie 
radiale Innenbelastung mit den Parametern Pa=Tund «=r. 

Ist beispielsweise eine ätuatoriale Symmetrieebene sowohl für den Ring selbst wie 
auch für die Verteilung der Eigenspannungen 6* vorhanden, so verschwindet außer X 
auch 7, und es kommt jetzt nur auf das statische Moment 7 der Eigenspannungen be- 
züglich der y-Achse an. Erzeugt man diese Eigenspannungen etwa dadurch, daß man 
die Außenfasern (x > 0) des Ringes erwärmt oder die Innenfasern (x < 0) abkühlt, so 
ist oliensichtlich 7’ negativ, und Eigenspannungen dieser Art führen niemals zur Kippung 
(weil auch Innenzug ?<0 dies für «= 0 keinesfalls tut; vgl. 3.). Eigenspannungen mit 
positivem Momente 7’ treten dagegen auf, wenn man die Innenfasern erwärmt oder die 
Außenfasern abkühlt oder einen nicht ganz geschlossenen Ring zu einem Vollringe zu- 
biegt und verlötet. Der kritische Wert des Momentes solcher Eigenspannungen ist gemäß ($) 

Wr le er u Ba sr (4 r, 
Ein flacher Ring kippt nach Ueberschreiten dieses Wertes mehr oder weniger weit, ein 
rundlicher ganz um, wogegen ein breiter schon beim Erreichen des kritischen Wertes 
sich völlig umstülpt. 

Man prüft den Kippwert (42) leicht an einem wohlbekannten Falle nach: ein 
prismatischer Stab von rechteckigem Querschnitt, an beiden Enden senkrecht zur Stab- 
achse abgeschnitten, werde zum Ringe zusammengebogen. Die Rechteckskanten 5b und / 
seien klein gegen den Halbmesser # der kippfreien Faser. Dann begeht man nur einen 
kleinen Fehler, wenn man die Faser der Rechtecksmittelpunkte mit der kippfreien Faser 
verwechselt. Ist die Kante Ah parallel zur x-Achse, so findet man 

T— Ebh’ BE 

12 R I? R 

Der Ring kippt mithin oder bleibt stabil (indifferent), je nachdem AR>Db oder hA=b ist. 
Da A>b hier zugleich das Kennzeichen des flachen Ringes bedeutet, und da der zu 7 
gehörige Umstülpwinkel im Falle des flachen Ringes gleich 90° ist, wie man nach (7 
ausrechnet, so hat man das durch den Versuch gut bestätigte Ergebnis: Wenn der 
schlanke Stab zu einem flachen Ring zusammengebogen wird, so kippt er sofort in 


einen breiten Ring um. 727 
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Ülber ein neues allgemeines Verfahren zum Entwerfen von 
sraphischen Rechentafeln (Nomogrammen), insbesondere von 
Fluchtlinientafeln. 1. 

Von ALEXANDER FISCHER in Göding (Mähren). 


I. Allgemeine Theorie. 


1. Einleitung. Gedankengang des neuen Verfahrens. Der alte Gedanke 
er Auflösung algebraischer oder transzendenter Gleichungen durch Zerfällung derselben 
in zwei Teile und Darstellung dieser als zwei Gebilde in kartesischen Koordinatensystemen, 
deren Schnitt die gesuchte Lösung ergibt, ist durch die Methoden M. d’Ocagnes, die in 
der Einführung von Parallelkoordinaten in die Nomographie ihren Ausdruck fanden, in 
den Hintergrund gedrängt worden, da durch die neuen Verfahren Ergebnisse erzielt wurden, 
die durch den eingangs erwähnten einfachen Gedanken bis dahin nicht erreicht werden 
konnten. Wie aus dem, die Ueberlegenheit des d’Ocagneschen Verfahrens am klarsten 
‚llustrierenden Fall zweier paralleler geradliniger und einer krummlinigen Leiter (für Be- 
ziehungen zwischen drei Veränderlichen) ersichtlich, kann man aber auch bei diesen der 
kartesischen Koordinaten nicht entraten, indem bei den ersteren Leitern Parallelkoordinaten, 
bei der letzteren hingegen kartesische Koordinaten zur Verwendung gelangen, wird doch 
ie Gleichung der letzteren in einem kartesischen Koordinatensystem, in Parameteriorm, 
nit der dritten Veränderlichen als Parameter, dargestellt. Dieser Schönheitsfehler ist tat- 
sächlich bereits von vielen Bearbeitern des Gebietes bemerkt worden. Z.B. führt R Soreau 
in seinem großen Werke'), Parameterdarstellungen in Punktkoordinaten ein. Und ähnlich 
emühen sich auch andere Bearbeiter des Gegenstandes, den Gebrauch der Parallelkoordi- 
aten soviel wie möglich einzuschränken. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daß man das bisher zu Unrecht verlassene 
altbewährte Verfahren auch für die Nomographie nutzbar machen kann. Abgesehen von 
der Reinheit der Methode hat das im folgenden zu behandelnde Verfahren nebst der Ein- 
'achheit noch den großen Vorteil der Verallgemeinerungsfähigkeit, indem es mühelos die 
,ösung bisher erfolglos behandelter Desiderata bringt. So kann z.B. das bisher bloß für 
alvebraische (rleichungen verwendetelogarithmographische Verfahren vonR.Mehmke;, 
das auf dem Gebrauch von kartesischen Koordinaten aufgebaut ist und das in den deutschen 
\‚ehrbiichern fast überhaupt nicht, in den großen französischen Werken von M. d’Ocagne‘) 
ınd R.Soreau gewissermaßen als Kuriosum an letzter Stelle gebracht wird, in weitge- 
hendem Maße für die Nomographie herangezogen werden, wobei die Vorzüge der hierbei 
‚ur Anwendung gelangenden Maßstäbe, das sind z. B. Zusammendrängung großer Intervalle 
der veränderlichen Größen auf geringe Räume, Geradestreckung von Kurven u.a. voll- 
kommen in (Geltung treten. 

Das Wesen und der Vorteil der Fluchtlinientafeln besteht bekanntlich darin, 
daß bei ihnen eine Gerade als Ableseelement benutzt wird, so daß die die Lösung be- 
stimmenden Punkte mit dem Lösungspunkt in einer Flucht (Geraden) liegen. Hierbei 
seht man, wie schon erwähnt, nach d’Ocagne von Parallelkoordinaten aus, da es diese 
ermöglichen, für gewisse Typen von Gleichungen in der eben geschilderten Weise die 
Lösung zu bewerkstelligen. Im folgenden soll gezeigt werden, daß bei einer Reihe von 
Aufgaben unter ausschließlicher Benutzung von kartesischen Koordinaten ebepfalls zunächst 
eine Gerade als Ableseelement verwendet werden kann, dann aber auf einfachste Art die 
us ihr durch Transformation hervorgehenden Kurven, z. B. Kreise, die Mehmkesche 
ıdditions- und Subtraktionskurve u. a. m. 

Der Gedankengang, auf dem das Verfahren beruht, ist in Kürze besprochen folgender’): 
\segeben sei zunächst eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen fi 23 f (aı. &, 9) —=0. 


') R. Soreau (l), Nomographie ou Trait&e des Abaques, Paris 1021. a) Band i, b) Band I. 


nen recht vollständigen Auszuz aus diesem Werke gibt — nebst eigenen Beiträgen P. Luckey (I), 
se Zeitschr. Bd. 4 (1924), S. 6l. 
-) M. d’Ocagne (1), Trait@ de Nomographie, Paris 1921. — (2), Caleul graphique et Nomo- 


ıphie, Paris 1924. 

»), Es bleibe nicht unerwähnt, daß sich, wie ich nachträglich feststeilen konnte, ähnliche Ge- 
ıuken, allerdings ohne jeden Hinweis auf eine nomozgraphische Verwertung bereits in der Literatur 
'rfinden. Vgl. hierzu Th. Vahlen (1), Konstruktionen und Approximationen in systematischer Dar 

lung, Leipzig 1911, S. 97. 
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Durch die Einführung zweier Hilfsveränderlichen », v» für eine der gegebenen Veränder- 
lichen, z.B. &ı = % (u, v) wird eine Bedingungsgleichung zwischen denselben ermöglicht, 
so daß die gegebene Gleichung nunmehr in zwei Gleichungen zerfällt. Es liegt nun nahe, 
als Bedingungsgleichung die Gleichung einer Geraden, (der »Ablesegeraden«) zu wählen 
und zwar in einem kartesischen Koordinatensystem, dessen Koordinaten £, 7 Funktionen 
der neueingeführten Veränderlichen «, v® sind und dessen bezügliche Leitern der beiden 
anderen Veränderlichen tragen, durch welche Achsen umgekehrt die Ablesegerade in der 


»Normalform« 


für alles folgende festgelegt wird. Eliminiert man die Hilfsveränderlichen «, v aus der 
zweiten Gleichung, so erhält man die Gleichung der »lösenden Kurve« 7 —= % (£), deren 
Bezifferung dadurch erfolgt, daß man die durch die Hilfsveränderliche «, v festgelegte dritte 
Veränderliche nunmehr in einer der neuen Veränderlichen £, 7 ausdrückt. Ist sie die 
eesuchte Veränderliche, so findet man sie durch Schnitt der Ablesegeraden mit der lösenden 
Kurve auf der letzteren ein für allemal angeschrieben. Welche Veränderliche zu zerfällen 
ist, ergibt sich bei gewissen kanonischen Formen!) von selbst und zwar lassen sich, 
wie gezeigt werden wird, sämtliche kanonischen Formen des d’Ocagneschen Verfahrens 
auch nach dem neuen Verfahren behandeln. Fällt die gegebene Gleichung nicht unter 
eine solche Form, läßt sich also keine Fluchtlinientafel auch im neuen Sinne erzielen, so 
wird weiter unten gezeigt werden, daß sich doch in vielen Fällen die alten Ergebnisse 
in neuer Begründung, bzw. bei einiger Geschicklichkeit auch zweckmäßige, von bereits 
bekannten abweichende Ergebnisse erzielen lassen. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen war ein kartesisches Koordinatensystem mit 
eewöhnlichen Maßstäben vorausgesetzt, so daß dies gar nicht eigens betont wurde. Wie 
leicht einzusehen, kann dieser Gedankengang, der von der angewendeten Maßbe- 
stimmung unabhängig war, in irgend einem anderen, durch Abbildung aus dem 
ersteren entstandenen System durchgeführt werden, falls nur dasselbe gegenüber dem 
ersteren irgendwelches Interesse oder gewisse Vorzüge besitzt. 


2. Verallgemeinerung deslogarithmographischen Verfahrens vonR. Mehmke, 
Ein System, das gegenüber dem gewöhnlichen kartesischen Vorteile bietet, ist das loga- 
rithmische System, das anstatt gewöhnlicher logarithmische Teilungen verwendet. Die 
im Vorstehenden behandelte Fragestellung führt zu einer weitgehenden Verallgemeinerung 
dieses bisher nur in beschränktem Maße zur Anwendung gelangten Verfahrens. 

Das logarithmische Bild einer Gleichung F(x, y) = 0 ist die Kurve, deren Punkte 
zu kartesischen Koordinaten die Logarithmen 5, solcher positiver Wertepaare x, y 
haben, die der Gleichung genügen. Hieraus folgt nach R. Mehmke das für alles weitere 
erundlegende Ergebnis *): »Das logarithmische Bild einer dreigliedrigen Gleichung 

GM yun + Gum ya Gm ya—=(l. . .:. .:.:.. 

(worin C; beliebige positive oder negative Zahlen sind), wird immer durch paralleles 
Verschieben aus dem logarithmischen Bild einer Gleichung erhalten, die ebenfalls drei 
Glieder und zwar mit denselben Exponenten und denselben Vorzeichen hat, in der aber 
alle Vorzahlen (C;) + 1 sind. Allgemeiner läßt sich das logarithmische Bild einer Glei- 
chung mit vier Gliedern obiger Form durch Parallelverschiebung aus einer bestimmten 
Kurve einer Kurvenschar herleiten, die logarithmisch zur Gleichung 


| m | Mm Ma |. Me ara I. 2 mM Bm 9 
am yı ame ya Lem ya HLAgmm=0. ... . 0.0.0) 


mit A als Parameter gehört.: 
Unter Gleichungen von der Form (1) fällt auch die Gleichung der Geraden 


ay=tbx+c .......0.0.06.60), 
»deren logarithmisches Bild durch Parallelverschiebung aus dem logarithmischen Bild einer 
der Funktionen 
y=-c+Ll, y—=% l, y--c-+l, 
also aus dem zur betreffenden Vorzeichenverbindung gehörigen Teil der Kurve Abb. 1a 
erhalten wird, vorausgesetzt, daß die Glieder auf der rechten Seite der Gleichung nicht 
beide negativ sind, in welchem Falle die logarithmischen Bilder imaginär sind«. 


), Vergl. unten kanonische Form I. 
*) R. Mehmke (1), Leitfaden zum graphischen Rechnen. Leipzig 1917, S. 71. 
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Die Abb. 1a, die mit Abb. 65 des Mehmkeschen Buches identisch ist, zeigt näm- 

lich das logarithmische Bild der Gleichung 
Fa, y=(y—-1i1-ao)y-I+o)y+tı—x)=0 
und werde im folgenden daher als (logarithmische) Geradenbildtafel bezeichnet. Wie 
leicht einzusehen, kann aus der für die Anwendung gewöhnlicher Maßstäbe zugrunde 
selegten Normalform der Geraden 
AS+By=1 

durch die Substitution 


41 2 rn x 1 


E—=—, N = Hy oder Se A N = Ily 


Y Y y Y 

(it, {44 Maßstabfaktoren), — je nach deren Wahl sich zwei verschiedene Tafeln ergeben, 

die nunmehr durch Gl. (3) vorgeschriebene hervorgebracht werden, worin a als beliebige 
Konstante angesehen werden kann und aus Zweckmäßigkeitsgründen 1 zu wählen ist 
und db fi, e fa ist. Es zeigt sich also, daß tatsächlich stets die durch Ablesegeraden 
in gewöhnlichen kartesischen Systemen charak- 
terisierten Fluchtlinientafeln auch im logarith- 
mischen System mit Geradenbildtafel als Ab- 
lesegerät dargestellt werden können. Ja, es 
sind gemäß Gl. (1) im logarithmischen System 
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Abb. 1a. Abb. 1b. 


verschiedene, in weiten Grenzen frei wählbare andere Ablesekurven möglich, denen im 
eewöhnlichen kartesischen System höhere Kurven entsprechen, die daselbst nicht ohne 
weiteres zu brauchen sind. (Siehe darüber das unten bei den dreigliedrigen algebrai- 
schen Gleichungen gesagte!) 

Es möge nur noch folgendes bemerkt werden: Zur Auftragung der logarithmischen 
Teilungen — logarithmisch geteiltes Papier (Logaritbmenpapier) kommt für diese Tafeln 
in allgemeinen nieht in Betracht — sind die als »Schichtenteiler« (»Millimeterrädchen«) 
in der Geodäsie verwendete Instrumente ebenfalls zu gebrauchen. Es ist der Umfang der 
hierbei verwendeten Rädchen nicht gleichmäßig, sondern logarithmisch zu teilen. — Die 
Deutung der dem \Mehmkeschen Buch beigegebenen Kurventafel mit der »Additions- und 
Subtraktionskurve« als Geradenbildtafel ermöglicht ihre rasche Konstruktion und verlangt 
daher das logarithmographische Verfahren keinerlei besondere Zurichtungen (Additions- 
logarithmen), wie bei L. Bieberbach (1)!) ausgesprochen ist. Auch der Gebrauch des 
logarithmischen Zirkels von E. A. Brauer‘) wird, wie aus den Anwendungen ersichtlich 
sein wird, durch die Geradenbildtafel vollkommen entbehrlich gemacht. Eine allgemeine 
Läuferanordnung für zwei Freiheitsgrade (Verschiebungen!) zeigt Abb. 1b. Der zweite 
\.äufer ist spiegelbildlich symmetrisch zum gezeichneten’). 


3. Der Kreis als allgemeine Ableselinie.‘) Im vorstehenden ist schon erwähnt 
worden, daß sich die neuen Fluchtlinientafeln mit gerader Äbleselinie leicht in solche 


!) Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 61. 
?2) Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), S. 266. 

3) Vergl. auch M. d’Ocagne (1), S. 417 Fußnote, sowie OÖ. Lacmann (1), Die Herstellung ge- 
‚£ichneter Rechentafeln, Berlin 1923, S. 17. 


- 


4) Vgl. hierzu P. Luckey (2), Diese Ztschr. Bd. 5 (1925), S. 255. 
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mit kreisförmiger Ableselinie transformieren lassen, so daß ein solches Ablesegerät 


mit einer Schar konzentrischer Kreise die jedoch dann alle gleichwertig sind und von 
denen stets bloß eine durch die gegebenen Veränderlichen herausgegriffen wird — nach 


Hinzufügung eines durch den Mittelpunkt gehenden rechtwinkligen Achsenkreuzes, welche 
Vorrichtung dann ebenfalls als eine »Geradenbildtafel« angesehen werden kann, prinzipiell 
für alle, praktisch zumindest für eine große Anzahl von Fluchtlinientafeln, bzw. verallge 
meinerten Doppelstrahlentafeln (s. u.) als Ablesegerät verwendet werden kann, daher auch 
als allgemeines Ablesegerät anzusprechen ist. 

Die Inversion') ist jene Form der «quadratischen Transformation, bei der Geraden 


und Kreise wieder in Kreise und zwar erstere stets in solche durch den Ursprung des 
Koordinatensystems, was für alles weitere vollkommen ausreichen würde übergeführt 


werden, während Geraden durch den Ursprung wieder in solche übergehen. Insbesondere 
ergeben sich also aus den Strahlen- und Doppelstrablentafeln mit drei Geradenscharen 
(s. u.) durch Anwendung der Inversion Tafeln mit zwei bzw. drei Scharen von Kreisen 
durch den Ursprung. In (1b) behandelt It. Soreau diese "Tl’afelgattungen, ohne nicht im 
geringsten die allgemeine Bildung solcher aus Geradentaleln zu erwähnen. 

Die Gleichung eines Kreises durch den Ursprung mit den \littelpunktskoordinaten 
a,b im rechtwinkligen kartesischen System 


r 


3. - u 
x. 4 y! + ra y‘ 
j 2r 2y . 
. . - SH, - . 4 . 4 . | > . 
liefert mit S— —, N — ,„ die Gleichung der Geraden in dem System S,»y. Es 
x” + y° x” + y” 
ergibt sich also aus der Fluchtlinientafel mit gerader Ableselinie jene mit »Äblesekreis«, 
wenn man in den Gleichungen der »Ablesegeraden« die dann durch den »Äblesekreis« 
dargestellt wird, der »lösenden Kurve« und der »Bezifferung« die Transformation 
Mn U De f/ #h 
I I, er n=Uu — - oder sh — ’ w NM ——, 
ze’ + y‘ 2’. y° 2° + y° 2” + y“ 


. . Ar . r u ug , 
wobei 44 14, Maßstabkonstanten sind, ausgeführt. Es sind dann —— fı und /: die Koor- 
‚) ‘) 


dinaten des Mittelpunktes des Ablesekreises. Ist insbesondere u, = iu — 1, so erhält 
man die konforme Abbildung der ersten Tafel‘), hier ist jedoch dieser Umstand anscheinend 
ohne Bedeutung. Im folgenden ist meist ı# — ua — 2 gewählt worden. 


Hierbei werden also die Mittelpunktskoordinaten des Kreises auf den Achsen unmittel- 
bar durch die Skalen (nicht durch die Reziproken von fı und f,!) festgelegt, auf denen 
dann die bereits erwähnte »Geradenbildtafel«, bzw. das bloße rechtwinkelige Achsenkreuz 
in bekannter Weise zu orientieren ist. (Hierbei könnte selbstverständlich die bereits skiz- 
zierte Läuieranordnung ebenfalls verwendet werden.) Diese letzte Möglichkeit erfordert 
dann selbstverständlich die Anwendung eines Zirkels als Ablesevorrichtung. 

Es möge noch gezeigt werden, wie durch die allgemeinere Auffassung bekannte 
Fälle in ein System gebracht werden können, die unter anderem Gesichtspunkt nicht in 
voller Klarheit erkannt werden konnten. 

R. Soreau (la) °) unterscheidet bei Doppelfluchtentafeln mit Rechtwinkelkreuz 
(double alignement en d«querre) mit einer Kurve für eine Veränderliche folrende zwei 
Unterfälle: 

I. Die beiden anderen Veränderlichen (2 2) werden ebenfalls durch 
zwei kotierte Kurven dargestellt. Als Ableseelement wird ein Rechtwinkelkreuz 
benutzt, dessen Scheitel auf der Kurve (2,) geführt wird (s. Abb. 2a). Er nennt daher 
diese Fluchtung: Doppelte Fluchten mit im Scheitel geführtem Winkelkreuz und bemerkt, 
daß bei gesuchtem z, als Ableseelement das Ablesegerät mit konzentrischen Kreisen und 
einem Durchmesser benutzt werden kann, der durch 2, 2; hindurchgeht. Versieht man 
dieses Ablesererät noch mit den zum ersten senkrechten Durchmesserstrahl, so ist es auch 
zur l,ösung der anderen Fälle (z, oder 2; unbekannt) geeignet, wobei dann die Kreise 
außer Funktion treten. Nach R. Soreau sind diese Tafeln den gewöhnlichen Fluchtlinien 
tafeln nieht untergeordnet. 


I) Verl. hierzu V.Läska—V.Hruska(1l), Pocet grafickv a graficko mechaniceky. Praha 1923, S. 1. 
*) S.H.Schwerdt (1), Lehrbuch der Nomographie, Berlin 1924. S. 218. 
ı) 8, 855. Diesen (3.) Fall der doppelten Fluchtung gehen I. die «doppelten Fluchten mit 


Festpunkt und 2. die doppelten Fluchten mit zwei Kurven für eine Veränderliche, voraus. 
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2, Die beiden Veränderlichen (2, 23) werden durch ein kartesisches 
Netz %& % gebildet. R Soreau gibt als kanonische Form dieses Unterfalles ') 


9gı +f3 fı +b 
worin a und b Konstanten sind. Wie aus seinen Aus- 
führungen hervorgeht, ist dieser Fall dadurch charak- 62 
terisiert, daß (s. Abb. 2) ein Kreis, der den rechten 
Winkel in sich enthält, durch den festen Punkt ts 
A b,a) sowie durch den Punkt M (— fs, — fs) hin- 
durchgeht, während der Scheitel des rechten Winkels 


„es: nd nn | 





auf der Kurve z, liegt. Wie weiter gesagt wird, wird 2ı 1 ' 
bei gegebenem 2,, 23 durch den Schnittpunkt des Kreises \/[ | a) 


vom Mittelpunkt C, der durch veränderte Kotierung 
selbst die Koten 2, 2; erhalten kann, mit der Kurve 2; 


erhalten. Wie leicht ersichtlich, sind die Kurven aber NL 
nichts anderes als der »Äblesekreis«, die lösende Kurve Ser 
und der Festpunkt A der Ursprung des Koordinaten- I aRN 


svstems. In der Tat ordnet sich die Form (7) der 
kanonischen Form /V, (s. u.) nach leichten Umformungen 
unter. Es ist also nicht die Form (#') die kanonische 
"orm dieses Unterfalles, sondern es können gemäß 
dem Vorstehenden alle Fluchtlinientafeln mit gerader 
Ableselinie in diesen Unterfall transformiert werden. 
49 


4. Andere allgemeine krumme Ablese- “ 


linien. Eine ebenfalls quadratische Transformation ?) 
ergibt die anscheinend für diesen Zweck vollkommen 
neue Verwendung der Hyperbeltafel’) als allgemeines 
Ablesegerät. Schreibt man nämlich die Gleichung 





einer durch den Koordinatenursprung eines rechtwink- on % 
ligen Koordinatensystems gehenden gleichseitigen Hy- 
perbel in der Form Abb. 2. 
a ’ b 
—_ BEE l, 
© Y 


worin a, b die Koordinaten des Asymptotenschnittpunktes bedeuten, so sieht man, daß die 


Transformation 


== "2 u 9 
n— oder auch ee —, = 
” Y Y 2 


rr 


St 
Dr 
in 

| 
| 


it, #9 Maßstabkonstanten) die Fluchtlinientafeln mit gerader Ableselinie in solche mit 
sleichseitiger Hyperbel als Ablesekurve überführt. 


Wie aus dem Vorstehenden hervorgeht, ermöglicht der ein für allemal festgelegte 
Formelapparat, gewisse Funktionstypen nicht nur in Fluchtlinientafeln im engern Sinne, 
d.h. mit gerader Ableselinie, sondern auch in Tafeln darzustellen, die aus den ersteren 
durch eine geeignete Transformation hervorgehen, d. h. abermals eine graphische liechen- 
tafel vorstellen, die nach ihrer Konstruktion ohne jede weitere rechnerische und zeich- 
nerische Arbeit benutzt werden können. Diese beiden Forderungen erfüllen alle bisher 
besprochenen Tafeln und Ablesegeräte; die lafeln mit gerader, sowie jene mit logarith- 
nischer Ableselinie haben aber überdies den großen Vorteil, daß man mit bloß einer 


) a.a. 0. S. 367. 
®, S. V. Läska- V. Hruska (1), S. 14. 
3, Es ist nieht uninteressant, daran zu erinnern. daß eines der ersten Nomogramme — die 
”ouchetsche Multiplikationstafel (1795) — eine Hyperbeltafel ist. Die Hyperbeltafel wird bekanntlich 
mit veränderter (halbierter) Bezifferung — als Klothsche Hyperbelglastafel zur Flichenmessung von 
radlinigen Vielecken benutzt. Es sei die Bemerkung gestattet, daß die Hinzufügung einer Schar 
unbezifferter — Asymptotenparalleler ermöglicht, durch bloße Drehung der Tafel (gegenüber der 
urallelverschiebung) die Flächenmessung rascher und genauer als bisher vorzunehmen. Die Seiten des 
\elecks werden jeweils in die gedrehte Parallelenschar eingeordnet. Durch algebraische Addition der 
ırch die Endpunkte hindurchgehenden Hyperbelkoöten ergibt sich bereits der Flächeninhalt des Vielecks. 
ergl. meine Arbeit in »Bauingenieur«, Bd.» (1922). 
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Kurve das Auslangen findet, während bei der Geradenbildtafel mit konzentrischen Kreisen so- 
wie bei der Hyperbeltafel aus der Kurvenschar die durch die Neberbedingung — des durch 
den Ursprung Hindurchgehens — vorgeschriebene Einzelkurve zur ÄAblesung benutzt wird. 
Es ist leicht einzusehen, daß dies bloß Ausnahmefälle sind, indem beide Bedin- 
gungen gleichzeitig erfüllt sind. Durch Fallenlassen der zweiten und Beschränkung auf 
die erste Forderung, d. h. Erübrigung bloß jeder weiteren Rechnung, können jedoch 
ohne weiteres Tafeln mit verschiedenen allgemeinen Ablesekurven benutzt werden, so 
z. B. solche mit Ellipsen und Hyperbeln. Es müssen bloß die Veränderlichen so getrennt 
sein, daß sie unmittelbar — im genannten Fall stellen sie die Achsen dar — zur geo- 
metrischen Konstruktion der Äbleselinien herangezogen werden können. 


5. Ueber die Umsetzung von Fluchtlinientafeln in Rechenschieber. Wie 
leicht ersichtlich, können die Fluchtlinientafeln mit Ablesegerade als zweidimensionale 
ebene Rechenschieber mit zwei Freiheitsgraden (nämlich Verschiebung in einer Richtung 
und Drehung um einen Punkt) angesehen werden. Doch ergäbe dies, wie man sich 
leicht vorstellen kann, gewisse Unzulänglichkeiten, da die geführte Ablesegerade ziemlich 
lang sein müßte, um einen entsprechenden Bereich der Ableseebene zu beherrschen. Im 
folgenden soll nun gezeigt werden, daß es möglich ist, die Fluchtlinientafeln in Rechen- 
schieber überzuführen, die das Gegenstück zu den von P. Luckey als Flächenschieber 
bezeichneten Tafeln ergeben'). 

Die Umsetzung der Fluchtlinientafeln in Rechenschieber beruht auf folgender 
Transformation. Schreibt man die Gleichung der Geraden in der Form 


1 a 
y- (e —a) oder 4 Dt —l ae 


b “1 x 
so ist bekanntlich 1/b die Richtungstangente der Geraden durch den Punkt a aul 
der x-Achse gegen die letztere. 

Setzt man E—"" ‚n=l% ”_ oder als zweite Wahl * — un 4 ‚= =. (14) 4a — Maß- 

d x zT 2 
stabfaktoren), so geht durch diese Transformation die ursprüngliche Fluchtlinientafel in 
die Schieberfiorm über. (Wie leicht ersichtlich, ist diese Transformation im Wesen die 
sleiche wie diejenige zur Ueberführung in logarithmische Maßstäbe angewandte.) 

U. Runge?) gelangte zu solchen Tafeln, ohne jedoch die Umsetzung in Rechen- 
schieber ins Auge zu fassen oder auszusprechen, indem er die Gleichung einer Geraden 
in der Form 

Bauern. 5 ee 
schreibt, wo 9 den von der Geraden mit der S-Achse gebildeten Winkel und 7. die 
Ordinate des Schnittpunkts der Geraden mit der 7-Achse bezeichnen. Er nennt dann 
te g und 70 die Linienkoordinaten der durch die Gleichung dargestellten Geraden und 
bezeichnet sie mit @ und y. 

Schreibt man statt (a) die Gleichung der Geraden in der Form 


De ee ehe 1 
so sieht man, daß sie durch die Substitution 
x 119 “ u 2 
S — Hı . N -— oder S = y 1 = Ha 
Y Y Y Y 
in die Form aS+bn— 1 übergeht. Es sind daher für a und 5b die Funktionsleitern in 


der ursprünglichen (nicht reziproken) Form zu verwenden. Wie leicht einzusehen, ist 
die Form (a) mit der Form (b) völlig identisch und beide völlig identisch mit der bei 
logarithmischen Systemen verwendeten Normalform. Kine Anwendung dieses »zweiten 
Systems von Linienkoordinaten« (das erste ist jenes der M. d’Ocagneschen Parallel- 

!) Bisherige Anwendungen nomographischer Methoden auf die Könstruktion von Rechenschiebern 
sind folgende: Einen mehrzungigen Schieber für vier Veränderliche gibt M. d’Ocagne in dem von FE. .J. Vaes 
zur Ermittlung der Zugkraft einer Lokomotivkonstruktion wieder: Auf den Zungen sind die Kurven 
scharen angebracht. während der Stab bloß gewöhnliche Leitern trägt. Einen einzungigen Schieber, bei 
dem sowohl ein Teil des Stabes, als auch die Zunze Kurvenscharen tragen, gibt R. Soreau. Ein 
Kombination von Fluchtlinientafel mit Schieber ist die Tafel von GG. Pesci. Zwei ebensolche Tafeln gibt 
O0. Laemann. P.W.Lewin (1), »Umschau« Bd. 30 (1926), S. 192, bezeichnet derartige Kombinationen 
als »Nomogramme in Maschinenform«e. — Fast allen diesen Schiebern ist die Ausbildung des Läufers mit 
gerader, parallel zu sich verschiebbarer Ableselinie gemeinsam. 

*, €, Runge (1), Graphische Methoden, Leipzig 1919, S. 77. 
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koordinaten) macht ©. Runge bloß für zwei astronomische Beispiele, bei denen er als 
Ablesegerät einen kotierten Strahlenbüschel verwendet (8. u.). 

Der Gebrauch dieser Rechenschieber ist gemäß Abb. 3a ') der folgende: Es ist 
die Läufermitte zunächst auf Bezifferung a einzustellen, hierauf der Wert b auf dem 
diese Bezifferung tragenden Kreisring aufzusuchen und durch Drehung des »Ableserings« 
der Faden »Ablesefaden« auf diesen Wert einzustellen. Der Schnitt der so bestimmten 
Ablesegeraden mit der lösenden Kurve, die — aus sofort näher dargelegten Gründen — 
auf einer »Zunge« angebracht ist, gibt in bekannter Weise den gesuchten Wert. Um 
den gewöhnlichen Rechenschieber für den bisherigen Gebrauch weiter benutzen zu 
können, ist seine äußere Form beibehalten worden: Stab, Zunge, Läufer. Der Stab bleibt 


im allgemeinen — ein besonderer Fall wird weiter unten bei der Vertafelung der 
Nietformel des Board of Trade gezeigt werden — nebst den üblichen Teilungen erhalten 


(s. Abb. 3a). Auf der bei der neuen Verwendung mit dem Stabe ein Ganzes bildenden 
und daher festbleibenden Zunge ist die eigentliche Grundtafel angebracht, und zwar ist 
diese Anordnung aus dem eben dargelegten Grunde getrofien worden, ferner deswegen, 
um einen Stab für ver- 






















































































schiedene Funktionen be- taser - Läufer 
nutzen zu können, was ver || eo \ 
durch bloßen Austausch l, RL je Ausdrar_ ir ri ME 
der Zunge und des Läufers Sy N I \ Quadrat log. Teilung 
geschehen kann. Das We- \ Ps > If a 

i . R a ’ . Ir SS \ Be 

sentlichste ist die Ausbil- Straf SISH ENG Pa efod! FRBRESSUENEERN 
dung des Läufers. Wird S S NN Kurehbare " 

der Schieber als gewöhn- Sn, JV) ; | 
licher ee ver- le I Eı en eg 
wendet, so ist der Ablese- a \\ Y gewöhnt. (og. Teilung 
faden senkrecht zu den - ae —, 
Iorarithmischen Skalen ein- Ablesering [RRIONZ30] x 

zustellen, — zu welchem Abb. 3a. 

Zwecke auf dem Kreisring, 

der die Bezifferung b trägt, zwei Marken angebracht sind — und die Tafel auf der Zunge 


als nicht vorhanden anzusehen; alles geht so wie beim gewöhnlichen Rechenschieber vor 
sich. Wird der Schieber jedoch für den neuen Zweck verwendet, so ist Stab und Zunge 
im allgemeinen als Ganzes zu betrachten und der Läufer zu gebrauchen. Die Teilung 
auf dem Kreisringe für 5b ist auf die bekannte Art mittels Einheitskreis und Funktion- 
skala herzuleiten. Die Konstruktion dieser Teilung ist zunächst im KEinklange mit 
den Einheiten der anderen Leitern vorzunehmen; nach Festlegung der Leiter kann dann, 
da es bloß auf die Neigung des Ablesefadens ankommt, der Läufer beliebig vergrößert 
oder verkleinert werden, um die in Abb. 3a gegebene Anordnung zu ermöglichen. (In den 
Abbildungen weiter unten ist meist die durch die Konstruktion erhaltene Größe bei- 
behalten worden.) Wie aus denselben ferner ersichtlich sein wird, kann der in ihnen rechts 
gesondert gezeichnete Läufer in der ganzen Ebene beliebig parallel zu eich verschoben 
werden. Es bleibt dabei stets die als Ablese- 

faden bezeichnete Gerade parallel zu der in — 
den Läufer eingezeichneten Geraden, die durch | a 2 
den Mittelpunkt des Bezifferungskreises und Eu va 
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2. ze LI. 44-000 
den entsprechenden Punkt b des letzteren hin- ® | \ 
durchgeht. Man erhält so die Doppelfluchtung | Es | 
mit Parallelenschar (index parallöles) und | 
„war, da stets eine Gerade aus der Schar | 
durch den festen Mittelpunkt des in einer 5 u En". h 
beliebigen Stellung festgehaltenen Beziffe- | #14 VURHREEENE: 0 
ungskreises (Läufers) hindurchgeht, die Dop- Rama) R » 
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pelfluchtung mit Festpunkt, also den 
. Fall der in Punkt 3 behandelten drei Mög- 
ichkeiten. Wie R. Soreau bemerkt, lassen Abb. 3b. 


') Für die nach meinem ersten Entwurf auszearbeitete Lösung bin ich Hrn. Dipl.-Ing. Hans 
Veutsch-Wien zu großem Dank verpflichtet. — Der Ablesefaden wird selbstverständlich praktisch in 
‘er Mitte einer Ausnehmung (im Ablesering) angebracht. 


man mente ng nn 
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sich die Tafeln mit Doppelfluchtung mit Festpunkt auch einfacher durch Fluchtlinientafeln 
im engern Sinne darstellen, so daß er den neuen Tafeln nur in besondern Fällen Wert 
zuschreibt. Er erwähnt als einfachen und genügend häufigen Fall die kanonische Form II. 
Wie ersichtlich, lassen sich aber alle kanonischen Formen mit Ausnahme der Form IV 
(Kegelschnittsnomogramme) als solche Tafeln darstellen. 

Schreibt man die Gleichung der Normalen zur Ablesegraden durch den auf der 

Abszissenachse liegenden Punkt z@ =a in der Form 

y=—-b(2 —.a), 
so sieht man, daß man auch die Normalen zur Ablesegeraden benutzen kann, die ebenfalls 
durch den Mittelpunkt des Läuferkreises und eine entsprechende Teilung auf ihm bestimmt 
ist. Man erhält dann ebenfalls den Fall der Doppelfluchtung (im Winkel) mit Fest- 
punkt. Als Ablesegerät kommt für diesen Fall das Rechtwinkelkreuz in Betracht, das in 
leicht verständlicher Weise zu orientieren ist. (Siehe ein Beispiel weiter unten.) Will man 
die Ausbildung der Tafeln in Schieberform und die erforderliche Läuferkonstruktion um- 
eehen, so ist, wie schon erwähnt mit ©. Runge als Ablesegerät der kotierte Strahlenbüschel 
zu verwenden. 

Wie leicht ersichtlich, sind diese Tafeln für alle Kombinationen der gegebenen Größen 
brauchbar. Da das innerhalb des Läufers erscheinende Gesichtsfeld und die Länge des 
Ablesefadens beschränkt sind, so ist, wenn möglich, die Einführung von korrespondierenden 
Multiplikatoren ') und mehrfache Beziiferungen?) am Platze, soweit die betrachteten 
Gleichungstypen, wie z. B. die algebraischen dies zulassen. 

Naturgemäß ist es nicht nötig, den Läufer in der in Abb. 3a gegebenen Vollkreis- 
form auszubilden: es genügt ja bereits theoretisch ein Halbkreis. Fallweise wird man mit 
kleinen Sektoren das Auslangen finden. 


6. Ueber Fluchtlinientafeln auf der Kugel. Für 
die analytische Geometrie auf der Kugel gelten folgende 
Grundlagen °): 

Der Kugelradius sei im folgenden gleich Eins gesetzt. 
Eın Hauptkreis werde auch als »Kugelgerade« bezeichnet, 
da er das sphärische Analogon der Geraden ist. Die Winkel 
zwischen zwei Kugelgeradeu bezeichnen wir hier in der 
allgemein üblichen Weise. Als »Koordinatenachsen« 
wählen wir zwei zueinander normale Kugelgeraden und 
bezeichnen einen ihrer Schnittpunkte als »Anfangspunkt« ©. 
Von O aus legen wir eine positive Abszissenrichtung OX 
und eine positive Ordinatenriehtung O Y fest, wobei die 
Punkte X und Y um je einen Quadranten von OÖ entfernt 

-/ seien (Abb. 4). 
Fällt man von P die sphärischen Lote PQ=r' und 
Abb. 4a. PR=!°' auf die »Koordinatenachsen« und setzt unter Be- 
achtung der Vorzeichen die Bogen: OQ=S5, OR=n, 80 
versteht man unter den »sphärischen Koordinaten« x, y des Punktes P die trigonoınetri- 
schen Tangenten der Bogen 7 und $, so daß also 








Pa 
a 





|RAnNo4 Zya 


ulgä, yaigl : » 2» x 2 =»... 0. ) 
wird. Damit die Beziehung zwischen Koordinaten und Punkten eindeutig wird, beschränken 
wir uns auf das Intervall n2=8, ‚ z/2, oder geometrisch @vesprochen, auf die 


Halbkugel. 

Der Hauptkreis X, Y, — X, —Y bildet die Grenze unseres Gebietes und vertritt daher 
die Stelle der unendlich fernen Geraden. Der Zusammenhang zwischen & und & einerseits, 
n und 7 andererseits wird vermittelt durch die Formeln: 

tg 5 —=cosytgS, tgn' —= cos ftgn. 

Eine Kugelgerade möge mit der sphärischen & Achse den Winkel @ bilden uud 
auf den »Koordinatenachsen« die Bogen &@ und % abschneiden. Für einen Punkt P der 
Kugelgeraden mit den Koordinaten &, y ist 


.# £ = | 
sin a sin cos atze$ tg & I ter ' 
- : - ui, 
tg ß ten tgn tg a tg £ 
y \ 6 1 ‘ 2 \ { r 
h M. d’Ocagne (1). S. 42, R. Soreau (la), S. 44. -, R. Soreau (la), S. 54. 


3) Vgl. H. Weber-J. Wellstein (1), Enzyklop. der Elementarmathem. II, Leipzig 1915. S. 519. 
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Mit m 2 ET Ve | 
ist daher die Gleichung der Kugelgeraden: 
BEE... ra iR 
a b 


Geht die Kugelgerade durch einen festen Punkt P, mit den Koordinaten &ı, yı, 80 wird 
ihre Gleichung: 2 — a 


da 


Die Gleichung einer Kugelgeraden durch zwei Punkte Pı und P, lautet: 


yv—y- Yı — 9 (x x). 


T — Tg 


Die unmittelbare Konstruktion der Teilungen und Kurven ist auf Grund der 
Gleichungen (a) und (b) leicht durchführbar. Es ist dann die Kugel mit einem Koordi- 
natennetz versehen, wie es im linken unteren Teil der Abb. 4b angedeutet ist. Als Ab- 
leseelement wäre bei fester Kugel ein auf einer durchsichtigen Hülle angebrachter beweg- 
licher Kugelhauptkreis zu verwenden. Kehrt man die kinematische Zuordnung um, d.h. 
legt man den Kugelhauptkreis fest und macht die Kugel in einer halbkugeligen Schale, 
deren Rand den Kugelhauptkreis darstellt, beweglich, so kann diesen Apparat ähnlich 
wie der später erwähnte Apparat von A. Adler und 
R. Mehmke zur räumlichen Nomogrammlösung benützt 
werden. Die »Fluchtebene« des Hauptkreises projiziert sich 
bekanntlich unter bestimmten Bedingungen als Gerade, so 
daß das durch diese Projektion entstandene Nomogramm 
als Ableseelement eine Gerade besitzt. Freilich ist dies 
nur für die betreffende Stellung und Projektion richtig. 

Will man von dieser praktischen Realisierung ab- 
sehen, so liefern die Verfahren der Darstellenden Geo- 
metrie ohne weiteres Abbildungen dieser Nomogramme auf 
der Kugel. Es ist bemerkenswert, daß z. B. durch die 
orthogonale Parallelprojektion diese Projektionsbilder wieder 
brauchbare Fluchtlinientafeln darstellen. Wie leicht er- 
sichtlich, kommt als allgemeines AÄblesegerät ein 
Kllipsenbüschel (s. Abb. 4b oben) in Anwendung, dieser 
sestattet durch bloße Drehung um den Mittelpunkt des 
Umrißkreises, also bei bloß einem Freiheitsgrad die Ab- 
lesung vorzunehmen. Freilich muß man dabei ein ge- Abb. 4b. 
wisses Tatonnieren mit in Kauf nehmen. Diese ebenen 
Nomogramme sind — ebenso wie die räumlichen — dadurch ausgezeichnet, daß sie es 
ermöglichen, alle Operationen auf einem begrenzten Bereich vorzunehmen. 

Die Konstruktion dieser Orthogonalprojektions-Nomogramme aus denen in der Ebene 
»Urtafel«) ist gemäß Abb. 4b (untere Hälite) oder 4c möglich. Durch beide soll das 
jeweilige Ziehen von Linien vermieden werden; sie sind auf durchsichtigem Stoff anzu- 
bringen und gibt das Durchstechen mit der Pikiernadel die übertragenen Punkte. Die 
Abb. 4b kann also sowohl als Konstruktionsbehelt, als auch als Ablesegerät (»Geraden- 
bildtafel«) Verwendung finden; bei Abb. 4c ist dies letztere nicht der Fall. Es ist daselbst 
die Konstruktion der beiden Kugelpunktsprojektionen P;' PX aus dem Punkte P des ebenen 
Nomogramms durch Pfeile angedeutet. In Abb. 4d ist schließlich der Vollständigkeit halber 
die Bestimmung der Achsenlage des durch zwei Punkte AB gegebenen Bildes der Kugel- 
geraden (Ellipse) gezeigt, falls man die Ellipse zu konstruieren hätte; daselbst ist auch 
die bekannte Konstruktion des Spurpunktes S der Gerade A, B, auf der Ebene des Umriß- 
sreises mit Hilfe der ähnlichen Dreiecke A A*0 _ B B* O durchgeführt. 

Die Tatsache, daß hier der Kugelhauptkreis an die Stelle der Äblesegeraden tritt, 
steht im Einklange mit der Bemerkung von M. d’Ocagne (1)'), derzufolge ein Faden auf 
einer konvexen Fläche »se dispose suivant une ligne g&eodesique transformte d’une ligne 
iroite du plan et les points qu’il recouvre sont bien des points alignes«. Jedoch scheint 
diese Uebereinstimmung bloß oberflächlicher Natur zu sein, da er an tatsächliche Ver- 
‘ormungen der Tafelfläche denkt. 


I) S. 157. Fußnote 1. 
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Es zeigt sich also, daß die elementaren transzendenten Anamorphosen 
x=a‘, y=a" (logarithmische Maßstäbe) 
und z=tgS, y=tgn (Fluchtlinientafeln auf der Kugel) 
beide wichtige und interessante nomographische Verfahren ergeben. 
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II. Genauere Durchführung einiger Probleme. 


Der Aufbau des im Folgenden zu behandelnden Stoffes erfolgte im Wesen nach dem 
Trait&e« von M. d’Ocagne, wobei naturgemäß nicht alle daselbst behandelten Fälle hier 
besprochen werden können. Anderseits soll an geeigneter Stelle über einige in der Lite- 
ratur vorkommende, in diesen Zusammenhang gehörende Dinge berichtet werden. 


1. Kanonische Formen für Fluchtlinientafeln in drei Veränderlichen. 


I. Kanonische Form iı ++ =90'). 
a) Gewöhnliche Maßstäbe: Nach Multiplikation mit einem Faktor c, kann diese 


auch geschrieben werden 
Ch +a)+(h+b)+lih-(+b)=0, 
wo a, b, c beliebige Konstanten sind. Division durch ce fs — (a—+b) gibt 
1 


„tehR+b- m L=0(, 


\ 
& + da 
( fı ( J r fi “ f3 BEER (a le b 


+ 


Setzt man | u. 
Cf3 —(a+b) 


ıs=4l9 7; 

so erhält man‘) 

als Gl. d.A.G. Cchi+amS+(lhtb)wn=1 ... it A 
als Gl. d.L.K. Hl x (II) 


ar ug 
deren B. nach 1 oder 7—= — 1 ir, 
u (fs —a+b) ug (cf —a-+ 0) 
erfolgt‘). Wie ersichtlich, sind bereits bekannte Ergebnisse neu hergeleitet, in dem sich 
für (II) für die L.K. die Gerade durch den Ursprung ergibt. 
b) Kreisförmige Ableselinie: Division durch f; gibt mit 
22 2 y 


ER Se 2? A 2 
x +y x’ +y 


- 39 
Es ist in d’Ocagneschen Beziehunzsweise fi Ke)G=1, 2, 3). — Vgl für das Folgende 
R. Soreau (la), S. 172—232. 
2) Es mögen der Einfachheit halber folgende Abkürzungen eingeführt werden: Gl. = Gleichung 
A.G. = Ablesegerade, A. F. = Ablesefaden, A. K. = Ablesekreis, L. K. = lösende Kurve, B. = Bezifferung. 
») Bei der B lassen sich die bereits bekannten Vereinfachungen auch hier mit Vorteil anwenden. 
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A . d. A. K. » 2 X =. 
als GI fi pp tr ‚2 er 
a Y 2" ry 


deren B. nach = fs 
erfolgt. 
c) Rechenschieber'): Die 1. Wahl: 5 -—— — 7 ergibt 
3 3 XL 
als Gl.d. A. F. 1 ur 
ıls G fı = ie fa : — | 


als Gl. d. L. K. y- 1 
deren B. erfolgt nach — fh 
Die 2. Wahl liefert völlig identische Ergebnisse. 


II. Kanonische Form fı fa + fs = 0. 


a) Gewöhnliche Maßstäbe: Multipliziertt man mit einem beliebigen Faktor rc, 
so kann diese Form geschrieben werden: 


hleh+a)-afhi+tceh=0, 
£ 
worin a ebenfalls eine beliebige Konstante ist. Setzt man =" —= ° , so erhält man: 
7 


11» 

mS(cfha+ta)+te weny=ahı $. 

Schreibt man vor: 
nSlch+)+chwy=-kh+tkö+kn, 

worin ko 1:0 und kı, ka, a, c so zu wählen sind, daß keine Widersprüche auftreten, so 
ergibt sich 
als Gl. d. A.G.: Iu(lh +a)— kYSö+rihw - kıln- ko=0, 
oder in anderer Form 

(Ak +B)S+(Ch+Dy=1 
Die Gl.d.L K. ist: (atı -kh)$E kn khb=0 
oder M5S+-Nı=1. 
also eine Gerade. 
Deren B. erfolgt nach: u kg & p'E 


nn (am —kı)&ö—ko 1+0'E 
oder auch | un ko+ken +0", 
N ze 7 au —kı) Sg P”y 
Auch hier sind es bereits bekannte Ergebnisse, die neu begründet werden. 


b) Kreisförmige Ableselinie: Mit der Konstante a 1: 0 ergibt sich 


fh (h+a) -afıth=0. 


£ 
Setzt man fi = ° , so erhält man 
u 


(a +a)5S+tfhy=as, 


= BEN 2 Mu 2 x 


schreibt man vor: aS=1, so erhält man mit $ = = 


als Gl. d. A. K. 


a 
(h+a)4 + 
x? + y?® 
als Gl.d. L.K. 2ax 
+ 
deren B. nach 29 + y° 
er 
/ 2ay 


erfolgt. (II) und (III) sind also Kreise, wie vorauszusehen war. 
c) Rechenschieber: Die 1. Wahl ® — 2 „— ° ergibt 


zT z 
als Gl. d. A. F. 1 .y 
(fz + a) ae ea 


!) Bezüglich der Transformationsgleichungen für das lorarithmische System siehe oben. 
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als Gl.d.L.K. BB 3 era an 
deren B. erfolgt nach { 
fiı = (III). 
Y 
Die 2. Wahl =, = ergibt 
x 7 
als Gl. d. A. F. ' ? 

Di (fa t a) / + /3 = | (I a 
als Gl. d.L.K. 1 | 
ahnen ml; 5 aaa Fi u, 

[2 
deren B. erfolgt nach a Dee ee 5: 


III. Kanonische Form fi + ha + fs = fı fr f5- 

Ebenso wie die Form II durch Logarithmieren, also eine trauszendente Verstreckung 
(Anamorphose), in Form I übergeführt werden kann, ist dies hier ebenfalls der Fall, wenn 
man die trigonometrische Identität 

Sarctg i = llarcetgfı @=1, 2,3) 
benützt. Es soll diese Form nicht weiter behandelt werden, da sie sich auf Form I zu- 
rückführen läßt. 
IVo. Kanonische Form ıG + fh +f =. 
Ganz entsprechend wie bei der Form I kann diese geschrieben werden 
Ch+a)g+lh+bd+ih-lg+b)=0, 
worin a, b, e beliebige Konstanten sind. Die Division durch den letzten Klammerausdruck 


. . 93 t 1 
ergibt mit =, = un, 
cf3 agyz + b cf —agz +b 
als Gl. d. A.G. Ch +aJ)uS+(lh+b)wn+1=0.... ö « WE 
als Gl.d.L.K. 93 . ) 
= mf$, Op 4 em ; |; N 


cf -agz+b cf —agz +b 


deren B. (III) sich nach einer dieser Gleichungen ergibt. Es besteht also die Tafel ebenso 
wie nach dem alten Verfahren aus zwei Geraden und einem krummlinigen Leiternträger '). 


b) Kreisfürmige Ableselinie: Es ergibt sich 





als Gl.d A.K. u fu \ 02 \ 
e i (c(h+a-— — +(cfh+b)-, E + . 
ı ry wg 
als Gl. d.L.K. 93 ee; I a m 
— q 2 f' — 2 2 * * D * . bj 
cf -agz +b ı +y c fa (agz3 + b) ı try 





die B. erfolgt wie oben. 
c) Rechenschieber: Die 1. Wahl © — ci BER u... ergibt: 
x in 
als Gl. d. A.F.: (efı 4 a)“ +(cfa+b) A Be re 
x x 
als Gl. d. L.K 9% En. a rs 
ch —ag; +b x Cf —agz +b 2 


Die B. erfolgt wie oben. 
Y 


Die 2. Wahl = u”, = n ergibt: 
Pu T 
\ \ » U 419 
als Gl. d. A. F.: chtza)ı -+l(lh +b)—- +1=0 .. ..2...6Ü, 
X x 
als Gl. d. L.K.: .n -m!t, 2 EG | ; ; ' 
cf —agz + b T ca —ag +b X 


Die B. erfolgt wie oben. 

Durch Spezialisierung ergeben sich die beiden ersten Formen. Ist 93 — konst., so 
erhält man die erste, ist %=mgs +n, worin m,n beliebige Konstanten?) sind, die 
zweite kanonische Form. 


) Wie ich nachträglich feststellen konnte, findet sich diese Lösung als Einzelfall bereits z. B. 
bei OÖ. Laemann (1) und H. Schwerdt (1). 


‘) Siehe Fr. Schilling (1), Ueber die Nomographie von M. d’Ocagne. Leipzig 1917, 8. 31. 
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IV. Kanonische Form fi fafs + (ı + h)g + hr =. 


a)Gewöhnliche Maßstäbe: Durch diese Form werden nach dem üblichen Verfahren 
Kegelschnittsnomogramme dargestellt: Es besteht die Tafel aus einem gemeinsamen Kegel- 
schnitt (für fı und /) und einer anderen Kurve (für f), und zwar läßt sich der Kegel- 
schnitt stets in einen Kreis überführen. Nach dem neuen Verfahren läßt sich diese Form 
stets in einer Tafel mit einer Parabel als gemeinsamem Kegelschnitt für fı und /, dar- 
stellen, nebst einer zweiten Kurve für fs. 


Die Division durch das letzte Glied — oftmals wird sich diejenige durch das erste 
empfehlen, wobei dann F,; = _ einzuführen ist —, gibt mit 
fı +h= M, fa =N 
als Gl. d. A.G.: Mö+-Nı +1=0 .... 0:0. 0.0.0.0. ÄÜ), 
als Gl. d. L.K.: an, ee 
ha ha 


deren B. in bekannter Weise erfolgt. Da die Achsenabschnitte M und N Funktionen 
von fı und f, sind, so sind diese zu trennen. Es ist infolge des symmetrischen Baues 
der Form 
f?— Mfi + N =0. (= 1,2) 
Setzt man f;= — °, so erhält man 


r 


2) 


+ (ME+N)y=0 


und nach Einführung des Wertes des Klammerausdrucks aus (Il) erhält man die beiden 
zusammenfallenden Parabeln 
c2 


7 / 


als Kurven, auf denen die f;-Leitern aufzutragen sind und die gemäß dem Folgenden als 
»Ersatzparabeln« zu bezeichnen sind. Die B. der Ersatzparabeln erfolgt nach 


| 1 
f, = — .. (In (1b) bezeichnet R. Soreau diese (Doppel)-Parabel als »parabole de Clark«. 
Die Herleitung derselben erfolgt jedoch auf von obigem verschiedenen Wege.) 


b,c) Logarithmisches System und kreisförmige Äbleslinie: Es ergeben 
sich hier für diese und die folgende Form von mir nicht iberwundene Schwierigkeiten 
bzw. keine zweckmäßige Einstellung des Ablesegeräts. Es sollen daher diese Formen 
nicht weiter behandelt werden. 


: j Y 1 : 
d) Rechenschieber: Die 1. Wahl S—= | = y ergibt: 
2 x 
- 93 l f3 Y 
als Gl. d. L.K.: =, u —, 
ha x h: 2 
als Gl. d. Ersatzdoppelkurve: y=|1, 
ihre B. erfolgt nach h=—%. (= 1,2) 
: l e 
Die 2. Wahl S = = ‚n= ergibt: 
als Gl. d. L.K.: Bat, An: 
ha a’ ha 7 
als Gl. d. Ersatzdoppelkurve: Y=xc, 
deren B. erfolgt nach fm—y. (i=1,2) 


Es ergibt also, wie leicht ersichtlich, die 2. Wahl im wesentlichen bereits bekannte 
Ergebnisse. 
V K D \ fi + f2 » 
. Kanonische Form — fa. 
9ı + 92 
Diese Form Könnte auch mit den Konstanten a bis d geschrieben werden 


chi +a)+(efg — a) a j . : 
- +d=cfs +d, welche Schreibweise aber nicht weiter benutzt werde. 


4ı + b +- (ga + b) 
Sie ist beim üblichen Verfahren durch zwei Kurven und eine Gerade dargestellt; im 
neuen wird dies ebenfalls der Fall sein. Ausgeschrieben lautet die ursprüngliche Form 


h+h—hn-fn=0. 
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Division durch /ı — auch hier wird die Einführung von F; = ; und dann Division 

3 
durch gı manchmal von Vorteil sein — gibt 
n-Ra 7 9 Pe N 
fi fi 

Mit a - hg =M, fi =N ergibt sich 

als Gl. d. A.G.: M&E+Ngy+1=0 . ee 9 ER U 
y : l 
während die Gl. d. L.K.: E— EEE In -® ee re 
l l 


lautet, deren B. nach einer dieser Gl. erfolgt. 
Es ergibt sich zunächst 
h-Ng=M. 


N] 


Wird gesetzt 92 —= , (a), so erhält man 


h=-— (b). 

Die beiden Gl. (a) und (b) geben die Gl. der Ersatzkurve 4, d. i. der den Ab- 
schnitt M ersetzenden Kurve, während der Abschnitt N in bekannter Weise auf der 
7-Achse aufzutragen ist, d. h. die Ersatzkurve » fällt mit der 7-Achse zusammen Mit 
gı =0 oder 92 — (0 erhält man die Form IV,, die 1L.K. geht in die $-Achse über. 


IT mi 


b,c) Logarithmisches System und kreisförmige Ableselinie: s. o. 
1 


d) Rechenschieber: Die 1. Wall S=—  ‚1=-— x ergibt: 
x x 
\ | M Y 
als Gl. d. A.F.: -—+ N- = Der ee Fr 
als Gl. d. L.K.: hm h=—-l. ..:.. .: .: 2. = 2... (MH 
als Gl. d. Ersatzkurve u: hu, Bm .. Dre A 
Die 2. Wahl = — #®, = — ergibt: 
x x 
. 1 
als Gl. d. A.F.: | EG 2ER N ; 
r L 
als Gl. d. L.K.: fı = — e y Jdı = . . . . . . . (II), 
Y Y 
als Gl. d. Ersatzkurve »: h= 3 | . er 
y Y 


Die B. erfolgt in beiden Unterfällen in bekannter Weise nach einer der Para- 
metergleichungen. Die 2. Wahl liefert im Wesen bereits bekannte Ergebnisse. 


a 2 


y - . ı + fa ı+f 
VI. Kanonische Form " RU =, 
1 +92 91 + 93 
Diese kanonische Form ist, wie sofort gezeigt werden wird!), die Urform aller 
bisher besprochenen und auch leicht aus ihr hervorgehenden kanonischen Formen. Die 


Konstruktion der ihr entsprechenden Taiel ergibt sich aus dem Folgenden, 


2. Allgemeine Betrachtungen über Fluchtlinientafeln. Die im Vorstehenden 
bei den Formen IV und V angewendeten Lösungsverfahren ermöglichen eine zusammen- 
fassende Behandlung der allgemeinen Fluchtlinientafeln mit krummlinigen Leiternträgern. 
Es sei die gegebene Gleichung in der folgenden Form darstellbar: 


M (x, 909) + N (Xı, 265) Y-+ l = 0 . i ‚ : ; ; A (I) 


/3 


wobei diese schon mit x —ı und y= = die Gl. d. A.G. darstellt, während durch diese 
3 13 
beiden letzteren die Gl. d. L.K. festgelegt ist. Es sei ferner vorausgesetzt, daß sich die 


Veränderlichen x; und x; in folgender Weise trennen lassen: 
v, (a1) + My (a) + N =0, w(a)+ Moe (e) + N=0 .. (a). 


12. 


I) vergl. auch P. Luckey (1), 8. 
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u 


Dann läßt sich durch Einführung von 
x . \ 
y.(0) = 5 ee ee 
Y 
jede der Gleichungen überführen in 
w; (z,) y+Mx+Ny=0 
ır mit Berücksichtigung von (I) ) 
oder ee (1 vr (;) Te er © 
Y 
Es stellen dann («) und (5), wie bereits bekannt, die Gleichungen der Ersatz- 
kurven « und », d. h. die Gleichungen der die Abschnitte M und N ersetzenden Kurven 
dar; deren Bezifferung ergibt sich ebenfalls in bekannter Weise. 
Damit umgekehrt die Darstellung der gegebenen Gleichung durch eine Fluchtlinien- 
tafel möglich sei, muß sich M und N in folgender Form darstellen lassen !): 


2 vw, 1 a fı v 
Ws 1 Ya Ws 
M= a. Mi u 
Yı 1 fı 1 
Ga 1 2 | 
Hieraus sind die Formen IVo, IV, V, VI ableitbar: 
- | y L n : 
l. Setzt man ;—= — = (0 (/ + j), so erhält man Form IV,, aus der dann I und II 
Gi 
gewonnen werden, indem man den & und y gewisse Forderungen auferlegt. 
2. Setzt man WW =fı‘, Ww=f’, Yı=fi, Ja = fa, so erhält man Form IV. Es ist 


klar, daß sich IV, und IV gegenseitig ausschließen ’). 

3. Ist y=0, erhält man V, ist © = 0, eine Form V', welche in V übergeht, wenn 
man Fa =1/9, G2=Ww/Y; (= 1,2) ersetzt. 

4. Schreibt man VI aus, so geht sie — je nachdem man die Funktionen der dritten 


Veränderlichen zusammenfaßt — direkt in die obige Form über oder kann durch eine 
naheliegende Substitution in diese übergeführt werden. 


5. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß man die Kegelschnittsnomogramme als 
erstes Glied einer Reihe von Nomogrammen mit höheren Ersatzkurven ansehen kann, 
indem man allgemein z.B. vw =fi”, wW=f", ı=fi, m=fh Setzt (n: ganze Zahl). 
Selbstverständlich können auch transzendente Ersatzkurven vorgeschrieben werden ’). 

Die Einteilung der kanonischen Formen geschieht bei R. Soreau unter dem 
Gesichtspunkte der von ihm eingeführten nomographischen Ordnung*). Man be- 
zeichnet eine Gleichung von der Form 


hhfa----"+9ı9:..:.:-;t+:.... —=0 
als nomographisch rational und sagt, sie sei von der nomographischen Ordnung 
pı in bezug aufz,, wenn sie, nomographisch geordnet in bezug auf z,, d. i. auf die Form 


fı fas3-:-:n+ 9ı 93 ....,} Zi 
gebracht, pı + 1 Terme enthält. Die Summe 
p=pı Pa +:.:.::t+Pı 


ist die totale nomographische Ordnung. Man sieht dann, daß die Formen I, II, III 
von der nomographischen Ordnung 3, die Formen IV, und IV von der Ordnung 4 und 
V und VI von den Ordnungen 5 und 6 sind. 

Eine andere Einteilung stammt von M. d’Ocagne’), bei dem das Wort »genre« 
die Anzahl der krummen Leiternträger in einer bereits fertigen Tafel bezeichnet. Wie 
ersichtlich, gehören dann die Formen Ibis III zum genre 0, die Form IV, zum genre |, 
die Form IV V zum genre 2, wobei die Ersatzparabel einfach gerechnet wird, während 
die aus VI hervorgehenden von genre 3 sind. 


Ob dies die allgemeinste Bedingung ist, wäre noch zu entscheiden. 
*, Siehe R. Soreau (1a), S. 172. 
’) Von höheren Kurven ist bisher nach dem alten Verfahren nur der Fall einer gemeinsamen 
Kubik von J. Clark studiert worden (8. R. Soreau 1b). Vergl. auch V. Läska-V. Hruska (1), S. 100. 
*), S, hierzu P. Luckey (1), ferner M. d’Oeagne (3), Esquisse d’ensemble de la Nomographle, 
Paris 1925. 
5) M. d’Oeagne (1), S. 158. 
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Die im Vorstehenden behandelten kanonischen Formen können, wie leicht ersicht- 

lich, als Grundlage für alle Transformationen dienen. Die linearen Transformationen 
die besonders bei H. Schwerdt (1) sehr gründlich behandelt werden — ergeben u.a. 
die Tafeln mit parallelen Trägern, die quadratischen 'I’ransformationen jene mit kreisförmiger 
Ableselinie usw. Es erweisen sich dann, umgekehrt wie bei H. Schwerdt, die Tafeln 
mit parallelen Trägern aus jenen mit senkrechten Trägern hergeleitet; freilich wird jedoch 


bei der entsprechenden Transformation der gegebene Formelapparat zerstört — wie eine 
leichte Nachrechnung zeigt —, so daß die linearen Transformationen in zwei Klassen 


zerfallen, je nachdem sie den Formelapparat unversehrt lassen oder nicht. Die unmittel- 
bare Verwendung der kanonischen Formen ohne diesen Umweg gibt, wie schon erwäbnt, 
R.Soreau und H. Schwerdt. 

Der im Vorstehenden eingangs dargelegte Gedanke, die gegebene Gleichung 
formal derart umzugestalten, daß sich eine — dreigliedrige — Gleichung einer » ÄAblese- 
geraden« ergibt, ist prinzipiell auf alle Gleichungsformen anwendbar; es zeigt sich jedoch 
die von vorneherein nicht selbstverständliche Tatsache, daß bloß die aus der Massau- 
schen Determinante hervorgehenden kanonischen Formen die Trennung der Veränder- 
lichen so durchführen lassen, daß sich stets das — bekannte -- Minimum von lösenden 
Kurven u.ä. ergibt. Es ergibt sich also, daß der Begriff »Fluchtlinientafel« weiter als 
bisher gefaßt werden kann (Ss. u.). 


3. Allgemeine Gleichungsformen. Unter diesem Namen sollen jene Gleichungs- 
formen bezeichnet werden, die nicht in die eben behandelte Kategorie der Fluchtlinien- 
tafeln (im engern Sinne) fallen. Sie werden im Falle von drei Veränderlichen von 
M.d'’Ocagne im Kapitel II, im Falle von mehr als drei Veränderlichen im Kapitel Ill 
des »Trait@« behandelt. Es möge hierüber bloß einiges gesagt werden, wobei es sich 
zeigen wird, daß die Wahl y (w,v) wmv sich auch hier als vorteilhaft erweist. 

Als Strahlentafeln') sind solche Tafeln zu bezeichnen, bei denen eine Veränder- 
liche durch einen Strahlenbüschel — im allgemeinen durch den Koordinatenursprung — 
dargestellt wird. Durch das neue Verfahren wird es sich aufs neue herausstellen, daß 
sich jede Netztafel auf unendlich vielfache Weise als Strahlentafel darstellen läßt. 

Bei den Doppelstrahlentafeln werden zwei Veränderliche durch Strahlen- 
büschel, die dritte durch eine Kurvenrschar dargestellt. Es enthält dann die Tafel bloß 
eine solche. H. Schwerdt (1) zeigt’), daß sich jede beliebige Netztafel in gewöhnlichen 
Kartesischen Systemen durch projektive Verzerrung in eine Doppelstrahlentafel derart 
umbilden läßt, daß die Parallelenscharen in je einen Büschel übergehen. Diese Tafeln 
lassen sich insofern verallgemeinern, als der Mittelpunkt des zweiten Büschels nicht fest, 
sondern z. B. längs der Abszissenachse verschiebbar ist. Es kann dann ein Strahl aus 
diesem Büschel durch die Abschnitte auf den Achsen festgelegt werden, was durch ein 
l,ineal (dünnen geraden Draht) oder mechanisch durch Anbringung des Drehpunktes des 
Strahls auf einer verschiebbaren Zunge realisiert werden kann. Der Strahlenbüschel zer- 
fällt dann in eine Geradenschar; dieser Fall ist sehr häufig anzutreffen, ja es scheint, daß 
diese Verallgemeinerung der Fluchtlinientafeln stets anwendbar sei. Als ein allgemeines 
Ablesegerät könnte — zunächst theoretisch — für die gewöhnlichen und verallgemeinerten 
Doppelstrahlentafeln auch ein unkotierter Strahlenbüschel verwendet werden, der in leicht 
verständlicher Weise zu orientieren wäre; allerdings müßte ein gewisses Probieren mit in 
den Kauf genommen werden. 

4. Beziehungen zwischen mehr als drei Veränderlichen. 
a) Tafeln mit doppelten Fluchten. 

M. d’Ocagne (1) gibt im Wesentlichen Tafeln für die Formen 

fı+f=fs+fı Tafeln mit geradlinigen, parallelen Leitern, 


fıa = fsfi Tafeln mit geradlinigen, nicht parallelen Leitern, 
fı ga + fa fs 9 + fı Tafeln mit geradlinigen und krummen Leitern, 
fı a2 + ha fo + h . R 
— — 7 Kegelschnittsnomogramme. 
fhıfa+ m fsfı + 94 
Es ist klar, daß man bei allen diesen Formen durch die von M. d’Ocagne ange- 
wendete Zerlegung in zwei Teilsystemen — indem man auf beiden Seiten der Gleichungen 


') Vgl. hierzu insbesondere H. Schwerdt (1). 


S. 117 8 26, 
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eine neue Hilfsveränderliche $ hinzufügt, die dann beiden Teilsystemen gemeinsam ist —, 
hier ebenfalls ans Ziel kommt. Die weitern Nummern dieses Abschnitts, bei M.d’Ocagne (1) 
insbesondere die Nomogramme mit verdichteten Punkten und jene mit mehrfachen Fluchten 
wären noch näher zu betrachten. 


b) Tafeln mit Doppelkotenpunkten. 


Die Gleichungen, die durch ein Nomogramm dieser Art dargestellt werden, sind 
sehr häufig von der Form ga + fu + fu 0. 


Hieraus gehen die ersten kanonischen Formen hervor, wenn sich die Funktionen 
mit Doppelindex auf solche mit einfachem Index reduzieren. Es wird also genau so wie 
bei diesen vorzugehen sein, nur wird dann statt einer lösenden Kurve eine Schar 
soleher durch die Parametergleichungen definiert. Hierzu gehören u. a. die vier- und 
fünfgliedrigen algebraischen Gleichungen. Von den folgenden Nummern wäre die Kombi- 
nation der beiden Prinzipien der mehrfachen Fluchten und der Punkte mit Doppelkoten 
zu übertragen. Die beiden weiteren Nummern (Geraden mit zwei Hüllkurven und Be- 
rührungstrajektorien) beruhen nicht auf dem Gebrauch von Parallelkoordinaten. Schließlich 
ergibt sich sofort die Uebertragung der Tafeln mit räumlichen Parallelkoordinaten ganz 
entsprechend wie diejenige der ebenen, so daß der dem R. Mehmke-A. Adlerschen 
Apparat') entsprechende ohne weiteres konstruiert werden könnte. Dieser dient zur 
Lösung der Gleichungen 

f(@)+ng()+ph()+gk(k)=0 
bzw. /()+ mg (2) +nh()+pk(z) + gl(e)= 0. 
In ihm wird eine bzw. eine Schar räumlicher Leiternkurven (für z) durch eine 


Ebene, die durch n, p, qg festgelegt ist — was praktisch durch einen Faden durch pg und 
das Auge in n bewerkstelligt wird — zwecks Bestimmung von z geschnitten. Man sieht 


sofort, daß die räumlichen Leiternkurven ebenso erhalten und beziiiert werden, wie die 
ebenen; die Ableseart bleibt hierbei ungeändert. Es ist einleuchtend, daß der R. Mehmke- 
A. Adlersche Apparat bzw. seine im Vorstehenden kurz erwähnte Uebertragung ohne 
wesentliche Schwierigkeiten auch für die den kanonischen Formen entsprechenden des 
drei- und prinzipiell auch mehrdimensionalen Ranmes ausgebaut werden kann. Auch die 
Uebertragung der den Ebenen entsprechenden Kugeln ist naheliegend, jedoch praktisch 
nicht realisierbar. Es könnten aber die Verfahren der Darstellenden Geometrie für diese 


»Raumnomographie«°) herangezogen werden’). (Fortsetzung folgt.) 


Tagung über Schwingungsfragen in Braunschweig. 
Von WALTER ADRIAN in Berlin. 


ei der Berechnung von Brücken und Eisenkonstruktionen, bei der Gestaltung von 

Maschinen, der Festigkeitsberechnunge von Maschinenteilen, Fahrzeugen, Funda- 

menten usw, ist der Ingenieur in wachsendem Maße veranlaßt, die Festlegung der 
Abmessungen mit Rücksicht auf die Schwingungsdauerfestigkeit des Werkstoffes zu treffen. 
Der springende Punkt ist die Frage: welche Zuschläge muß ich den nach üblichem Ver- 
fahren der Festigkeitsrechnung bestimmten Abmessungen eines Konstruktionsteils geben, 
damit der Werkstoff auch eine zwischen bestimmten Höchst und Tiefstwerten wechselnde 
Beanspruchung beliebig oft aushält. Die größte Beanspruchung soll dabei nicht über 
den der Rechnung zugrunde liegenden Festigkeits-Werten liegen. Es fehlt der Praxis 
an bestimmten Zahlenwerten zur Beantwortung der Fragen. An verschiedenen Stellen 
und in verschiedener Weise werden zurzeit Versuche durchgeführt, brauchbare Unter- 
lagen zu gewinnen. Der wissenschaftliche Beirat des Vereins deutscher Ingenieure hat 
dem Schwingungsausschuß die Aufgabe gestellt, die verschiedenen Bestrebungen zu ver- 
verfolgen, Versuche zu fördern und Anregungen durch Gedankenaustausch der Beteiligten 
zu geben. In einer geschlossenen Tagung in Braunschweig am 25. und 26. März 1927 
hat der Schwingungsausschuß die Frage der Schwingungsfestigkeit zur Verhandlung ge- 
stell. Daneben wurden auf dieser Tagung Probleme der Hörsamkeit von Räumen 


I), M. d’Ocagne (1), S. 319, R. Mehmke (2), Numerisches Reehnen Enzykl. d. math. Wissensch. 
IF), S. 1042. 


*) P. Luckev (2), S. 48. 
Ueber eine Anwendung der kotierten Projektion s. V. Laska-V. Hruska (1), 8. 131. 


3 











£ 2 b , Ztschr. f. angew 
228 Adrian, Tagung über Schwingungsfragen in Braunschweig Math. und Mech. 


behandelt mit dem Ziel, durch planmäßige Versuche die Unterlagen zur Vorausbestimmung 
der Akustik eines Raumes zu schaffen. 


1. Schwingungsfestigkeit. Die Reihe der Vorträge eröffnete Prof. O. Föppl, 
Braunschweig, mit einem l!eberblick über die geschichtliche Entwicklung der Meßverfahren 
für Dauerfestigkeit und den augenblicklichen Stand der Versuche in Deutschland. Unter 
Hinweis auf die zusammenfassenden Betrachtungen von Mailänder, Essen, in dem Be- 
richt Nr. 38 des Werkstoffausschusses des Vereins deutscher Eisenhüttenleute 1924 zog er 
folgende Lehren aus den bisherigen Versuchen: 

1. Die Versuche sollen möglichst einfach durchführbar sein. Es genügt, die 
Schwingungsfestigkeit festzustellen. 

2. Die Wechselgeschwindigkeit hat keinen oder nur unbedeutenden Einfluß auf 
die Schwipgungsfestiekeit. Um die Versuche rasch durchführen zu können, 
ist es deshalb erwünscht, die sekundliche Wechselzahl der Maschine recht 
hoch anzusetzen. 

3. Es muß dafür gesorgt sein, daß der Bruch an einem glatten Stück des Probe- 
stabes in genügender Entfernung von Störungsstellen eintritt. 

4. Es sollen zusätzliche Stöße im Probestab vermieden werden. Am einfachsten 
ist das zu erreichen durch die Beanspruchung bei der Eigenschwingungszahl. 

5. Die auftretende Spannung wird am genauesten aus der unmittelbar gemessenen 
Verformung des Probestabes ermittelt. 


Die eigentlichen Versuche zur Bestimmung der Schwingungsiestigkeit von Bau- 
stoffen werden zurzeit wohl ausschließlich in einer der drei Arten vorgenommen: 
I. Biegeversuche von umlaufenden Stäben; 
2. Zug-Druckversuche mit Eigenschwingung nach der Methode Hahnemann 
und Hecht (Schenck); 
3. Schubversuche mit Eigenschwingung durch Verdrehung von zylindrischen 
Stäben oder Rohren. 


Bei den Versuchen zu 2 und 3 wird die Schwingungsbeanspruchung durch wirk- 
liche Schwingungen hervorgerufen. 

Bei den Biegungsversuchen wird ein umlaufender Stab an den beiden Enden in 
Lagern gehalten und durch ein aufgesetztes Gewicht belastet. Im Stab treten Biegungs- 
spannungen auf. Um sie zu ermitteln, wird die Belastung stufenweise gesteigert. Der 
Stab muß in jeder Belastungsstufe eine bestimmte Anzahl von Belastungswechseln durch- 
machen — im Grenzfall unendlich viele, praktisch vielleicht 2 Mill. —. Die Belastungs- 
stufe, ın der der Bruch eintritt, gibt zusammen mit der vorausgehenden Belastungsstufe 
zwei Grenzwerte, innerhalb deren die Schwingungsfestigkeit des Baustofies liegt. 

Die Maschine für Zug-Druckbeanspruchung ist aus dem Bau von Sendern für 
Unterwassertelephonie hervorgegangen. Sie arbeitet nach dem Prinzip eines Tonpilzes?). 

Bei den Drehschwingungsversuchen wird ein zylindrischer Stab an einem Ende 
festgehalten, am andern mit einer Schwungmasse versehen. Das Gebilde wird zu Ver- 
drehungsschwingungen angeregt, deren Ausschlag ein Maß für die Beanspruchung des 
Stabes abgibt. Man kann mittels der Drehschwingungsversuche in ähnlicher Weise die 
Schubschwingungsfestigkeit des Probestabes feststellen, wie vorher bei der Biegungs- 
schwingungsmaschine. Man findet dabei, daß die Verformungen, die in millionenfachem 
Wechsel ausgehalten werden können, nicht mehr rein elastisch sind, sondern schon ganz 
beträchtliche plastische Anteile haben. Das Spannungsdehnungsdiagramm [7=/(y)] be- 
schreibt bei der Schwingung eine geschlossene Kurve, die Hysteresisschleife. Der Inhalt 
der Hysteresisschleife ist die Arbeit, die bei einer Schwingung von der Volumeneinheit 
des Baustofies in Wärme umgesetzt wird. Durch die Wärmeentwicklung wird die Tem- 
peratur des Stabes gesteigert, und aus der Temperatursteigerung kann der Inhalt der 
Hysteresisschleife oder die Dämpfung des Baustoffes (Dimension cmkg/cem? x Schwingung) 
bestimmt werden. Die Dämpfung % ist eine Eigenschaft des Baustoffes — ein Maß für 
den plastischen Anteil an der Gesamtverformung —-, die abhängig ist von der Schub- 
spannung 7 oder der zugehörigen Verformung 7. Die Kurve 9 =f(y) läßt weitgehende 
Schlüsse über die Bewährung des Baustoffes zu. 

Föppl hat mit Probestäben unter Gleichhaltung eines bestimmten Ausschlages 
150—200 Millionen Schwingungen ausgeführt und die Veränderung der Dämpfung durch 


I) Sonderheft »Technische Mechanik« der Z.d.V.d.I. 1925. 
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Ausführung von vielen Beobachtungen untersucht. Die Ergebnisse sind in der Abbildung 
zusammengestellt. Die Punkte 1—8 sind durch Eichen des Stabes, d.h. stufenweise 
Steigerung der Belastung erhalten worden. Dann wurde der Stab bei einem Verformungs- 
winkel 70 = etwa 0,002 ein halbes Jahr lang laufen lassen und nach Ueberstehen von je 
25 Mill. Schwingungen ein neuer Punkt 
9, 10, 11, 12, 13 und endlich 22 auf- S& 
cenommen. Die Punkte 14 bis 22 b- SD | E 
ziehen sich auf eine neue Eichkurve. 5°” | | | 
Man sieht, wie dieser Baustoff mit der 
Zeit immer weniger dämpfungsfähig, 
also immer spröder wird. Die gleiche 
Erscheinung ist auch an einem Stab 
aus gleichem Baustahl festgestellt 
worden, bei dem die Beanspruchung 
weniger hoch gehalten worden ist. 00 
Man sieht daraus, wie sich der 
Baustoff bei Beanspruchungen, die er 
in hundertmillionenfachem Wechel aus- 
hält, dauernd ändert. Er scheint nicht | 
mehr tot, sondern als lebende Materie, 
die nur Zeit braucht, um sich bei den 
Wechselbeanspruchungen im ganzen 
umzumodeln. Diese Vorgänge haben | 
nichts zu tun mit etwa vorhandenen | 
örtlichen Bruchansätzen. Sie erfassen 
gleichmäßig die in gleicher Weise be- 025 
anspruchten Baustoffgebiete. Solange 
aber diese Veränderung nicht zum 
Stillstand gekommen ist, kann man 








nicht eigentlich von der unbegrenzten u 
Haltbarkeit sprechen, solange ist die | 
Frage der Schwingungsfestigkeit nicht 
entschieden. 


Im Anschluß an den Bericht | 
von Föppl sprach E. Becker, Braun- | 
schweig, über Versuche des dortigen | 
Festigkeits - Laboratoriums über die go 
Abhängigkeit der Materialdämpfung | 
von der Frequenz. Ä | 

Die Versuche wurden an einem 
Eisen- und einem Kupferstabe vorge- 0% 
nommen. Die erreichten Verformun- 
gen bzw. Spannungen lagen z. T. nahe 
bei den Grenzwerten, bei denen das 
Material Lastwechsel dauernd über- 
stehen kann. Innerhalb gleicher Ver- 
formungsstufen ergaben sich bei den verschiedensten minutlichen Wechselzahlen durch- 
aus gleiche Dämpfungswerte. 

Bei den statischen Messungen wurde der Probestab durch ein stufenweis verän- 
dertes Moment verdreht. Die jeweilige Schubbeanspruchung der Randfasern (nach der 
Navierschen Annahme) ließ sich aus dem bekannten Moment errechnen. Die Verfor- 
mung wurde optisch bestimmt. Die Verformungen wurden in Abhängigkeit von der 
Spannung aufgetragen und ergaben eine Hysteresisfläche, deren Inhalt verhältnisgleich 
der mittleren Dämpfung des Stabes ist. 

Bei den dynamischen Versuchen auf der Drehschwingungsmaschine führte die 
während jeder Schwingung in Wärme umgesetzte Hysteresisarbeit (Dämpfungsarbeit) zu 
einer Temperaturerhöhung des Probestabes. 

Planmäßige Versuche zur Bestimmung der Dämpfung von Schwingungen in Bau- 
stoffen des Maschinenbaus stellt Prof. Esau, Jena, an. Bisher wurden einige Stäbe aus 
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nach ungefähr 720 060 Schwingungen ein. Durchschnittlich sind bei einer Amplitude von 
I/10 mm bei Siemens-Martin Stahl Dekremente in der Größenordnung von 0,1 gemessen 
worden. Eine besondere Umrechnung gestattet es, die Energieaufnahme des Materials in 
Watt pro cm zu berechnen. 

Die Reichsbahn hat in ihrem gesamten Bereich in den letzten sechs Jahren alle 
Fälle von Schwingungsdauerbruch gesammelt und untersucht. Dr. Kühnel, Berlin, be- 
richtete darüber an Hand zahlreicher Lichtbilder. Aus den Lichtbildern von Teilen 
aus l,okomotiven, Wagen und dem ÜÖberbau war zu ersehen, wie das Zubruchgehen 
des Werkstoffes erfolgt ist. Teilweise waren dabei an sich bedeutungslose Fehler 
die Veranlassung zu Ausbildung eines Dauerbruches, teilweise waren es irgendwelche 
zusätzliche Beanspruchungen, die in den Bedingungen des Betriebes gegeben waren. Der 
Werkstoff selbst besaß in allen Fällen, abgesehen von kleinen örtlichen Fehlern einen 
guten Aufbau und entsprechende mechanische Eigenschaften, so daß er der rechnerisch 
auftretenden Beanspruchung hätte reichlich standhalten müssen. Für den Konstrukteur 
ergibt sich die Notwendigkeit, derartige zusätzliche Beanspruchungen nach Möglichkeit 
mit in seine Rechnung aufzunehmen und ihren schädlichen Einwirkungen durch ent- 
sprechende Maßnahmen zu begegnen, Voraussetzung hierfür ist, daß die Haltbarkeit der 
Baustoffe unter Schwingungsbeanspruchnng im Laboratorium eingehend durchgeprüft wird. 

So wichtig wie die Vermeidung der Bruchgefahr bei schwingender Beanspruchung 
durch richtige Abmessungen eines Konstruktionsteils ist die Beseitigung der Schwingungen 
bei fertigen Anlagen, z. B. bei Fundamenten. Auf Grund eingehender mathematischer 
Untersuchungen und zahlreicher praktischer Fälle sprach Prof. Blaess, Darmstadt, über 
die Beseitigung von Fundamentsschwingungen. Die großen modernen Kraftmaschinen 
mit ihren hohen Drehzahlen von 1500, 3000 und mehr Umdrehungen in der \inute 
sitzen auf schweren Eisenbetonfundamenten gelichteter Bauart, die den Zweck haben, das 
Maschinenaggregat mit allem Zubehör, wie Rohrleitungen, Kondensatoranlagen usf. in 
gedrängter und doch übersichtlicher Form zu fassen und die ferner bezwecken, die beim 
Betrieb etwa auftretenden Störungskräfte nicht in das Erdreich gelangen zu lassen, wo sie 
sonst unangenehme Erschütterungen in umliegenden Gebäuden hervorrufen. 

Ein beliebiger Punkt, P des Fundaments, dessen Lage durch a,b, ce gegeben ist, 
bewegt sich nach dem Gesetz. 


Ip= (4 ' Aıı Ge Aım b) cos wf 
(Bi + Bıre — Bmnb) sin of 
yp=(4 + Aıı a Aı ec) cos w f 


+ (Ba + Bi a — Bi e) sin o / 
zZp: A; + Aıb — Ayla) coswtf 
+-(B; + Bıb Bir @) sin o f 


Er beschreibt also eine Ellipse, deren Form und Lage im Raum einmal abhängt von der 
Drehzahl, dann aber natürlich von den störenden Kräften, hervorgerufen durch die Un- 
balanzmassen. Die letzteren können aus diesen Schwingungen erschlossen werden, und 
es ist somit das Problem des Massenausgleichs eines fertig montierten, in den eigenen 
Lagern umlaufenden Maschinenaggregats gelöst'). 

An die Vorträge des ersten Halbtags schloß sich die Besichtigung einschlägiger 
Laboratorien der Technischen Hochschule Braunschweig an. Hierbei führte v. Heide- 
kampf eine Maschine zur Beseitigung von Fundamentschwingungen vor. Diese Gegen- 
wuchtmaschine besteht im wesentlichen aus einer an Federn gradlinig schwingenden 
Masse, deren Eigenschwingungszahl annähernd verhältnisgleich der Drehzahl des Kurbel- 
triebes ist. Durch elektrische Kupplung ist dafür gesorgt, daß die Massen des Kurbel- 
triebes und der Gegenwauchtmaschine sich gegeneinander bewegen. Die Ausgleichsmasse 
wird abwechselnd in zwei elektro-magnetische Kreise gezogen, deren Erregung von 
einem durch die Kurbelwelle angetriebenen Gleichstrom-Schaltapparat ausgeht. Da außer 
elektrischen Verlusten nur die Dämpfung des mechanischen Systems aufgebracht zu werden 
braucht, ist der Energiebedarf der nach dem Resonanzprinzip arbeitenden Anordnung klein. 

W.Hahnemann, Berlin, fand bei seinen Arbeiten an elektrischen Maschinen- 
sendern hochfrequenter Schwingungen einen sehr interessanten Fall mechanischer Schwin- 
gungen, über den er der Schwingungstagung schriftlich berichtete. Es handelt sich um 


I) vergl. V. Blaess, Ueber den Massenausgzleich rasch umlaufender Körper. Zeitschr. f. ange- 


wandte Mathematik und Mechanik, Rd. 6 (1926) S. 4.9 
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eine Störungserscheinung, welche bei Maschinensendern zur Erzeugung hochfrequenter 


elektrischer Schwingungen mittels ruhender Frequenzwandler aufgetreten ist. Bei diesen 
maschinellen Hochfrequenzerzeugern geht man von einer ÄAusgangsfrequenz aus, die mit 
einer rotierenden Hochfrequenz Dynamo direkt erzeugt wird. Diese Frequenz liegt etwa 
zwischen 7000 und 10000 Perioden in der Sekunde. Die beispielsweise Ausführung der 
Hochfrequenz-Dynamo hat etwa 160 Pole am Rotorumfang und gibt bei 3000 Umdrehungen 
in der Minute etwa 8500 Per./s. Diese Periodenzahl wird durch die sogenannten ruhenden 
Freauenzwandler erhöht. Die Frequenzwandler sind eisengeschlossene Autotransformatoren, 
deren Eisen außerordentlich fein unterteilt ist, und die bei einem Bruchteil der ange- 
wendeten Amplitude des primären S000-Perioden-Wechselstroms schon gesättigt sind. 

An die Wicklung dieser Frequenzwandler ist ein Schwingungskreis der gewollten 
höheren Frequenz — Sekundärkreis genannt — angeschlossen. Infolge des Eintretens 
der Sättigung in einem Zeitabschnitt, der kurz ist zur Periode des Primärstromes, ergeben 
sich an dem Frequenzwandler Spannungsstöße, die den Sekundärkreis in Eigenschwingung 
bringen. Wenn die Eigenperiodenzahl des Sekundärkreises ein ganzes Vielfaches der Aus- 
eangsfrequenz ist, treten bei geeigneter Ausführung des fraglichen sekundären Schwingungs 
kreises kontinuierliche elektrische Schwingungen auf, deren Periodenzahl diesem Viel- 
jachen der Ausgangsfrequenz entspricht. Es gelingt so bei Schaltung mehrerer solcher 
Frequenzwandler und Schwingungskreise hintereinander die Maschinenfreyguenz um mehr 
als das Hundertiache zu erhöhen, und zwar mit einem Wirkungsgrad, der in der Technik 
erträglich und zulässig ist. 

Bei diesen Hochfreguenzmaschinensendern ist nun neuerdings eine störende EKr- 
scheinung auigetreten. Die Periode der Hochfreqjuenzschwingung war nicht konstant, 
sondern schwankte taktmäßig. Nach dem akustischen Eindruck des Phänomens bezeichnete 
man diese Schwankungen mit Trillern. Man fand die Ursache in Schwingungen des 
(sehäuses der Hochfrequenzdynamo. 

Es sei zur Erklärung des Effektes folgende Ueberlegung und Ueberschlagreebhnung 


durchgeführt: Der Stator oszilliere um einen im Fundament gedachten Drehpunkt — in 
Richtung der Rotorwelle gesehen — hin und her. Solche Oszillationen treten als Schwingung 


des Gehäuses mit dem Takt der Umdrehungszahl wohl bei allen Maschinen auf, und 
zwar um so mehr, je weniger die Maschinen ruhig laufen. Diese Oszillationen enthalten 
pun eine Komponente, die eine oszillierende Hin- und Herrotation des Gehäuses um die 
Rotorwelle darstellt. Auf diese kommt es hier allein an. Sind z. B. die Amplituden 
dieser Rotationsschwingung des Gehäuses am Rotordurchmesser auch nur von einer 
(rößenordnung '/ıo mm, so bedeutet dies bei einem Rotorumfang von 2000 mm — und 
dies entspricht den fraglichen Maschinendimensionen — - — ur mr Auf- und Nieder- 
schwankungen der Frequenz im Takt der Umdrehungszahl der Dvnamo, das heißt bei 
5600 000 Schwingungen + 30 Perioden, also insgesamt 60 Perioden. Es handelt sich beim 
vorliegenden Problem um den Nachweis und die Unterdrückung von ÖOszillationen mit 
einer Amplitude von weit weniger '/; mm, und zwar von etwa '/ioo mm und darunter. 
Nur die sorgfältigste Auswuchtung der Maschinen und ihr Bau nach besonderen Gesichts 
punkten konnten zur Lösung führen. Der vorliegende Fall scheint dadurch besonders 
interessant, als bei ihm sehr kleine, zunächst für nebensächlich gehaltene mechanische 
Schwingungen elektrische Wirkungen hervorrufen, die technisch von recht erheblicher 
sedeutung wurden. 


Zur Messung auftretender Schwingungen sind Geräte und Verfahren in großer Zahl 
entwickelt worden. Die Literatur darüber ist zahlreich, es fehlt aber ein umfassender 
kritischer leberblick und eine Bewertung für die verschiedenen Anwendungsgebiete. 
Diesen Ueberblick zu schaffen, hatte der Wissenschaftliche Beirat des Vereins deutscher 
Ingenieure vor zwei Jahren ein Preisausschreiben erlassen. Der Träger des ersten Preises, 
Dr. Steuding, Breslau, berichtete auf der Schwingungstagung über seine Arbeit. 

Zur Beurteilung der einzelnen Verfahren und Apparate werden drei notwendige 
und hinreichende Forderungen aufgestellt. 1. Die Meßmethode soll nach Möglichkeit den 
zu messenden Vorgang nicht beeinflussen oder der Apparat soll möglichst kleine Rück- 
wirkung besitzen. 2. Der zu messende Vorgang soll möglichst getreu wiedergegeben 
werden. 3. Der \Meßvorgang soll rechnerisch verfolgt werden können oder die charakte- 
tistischen Konstanten des Apparates leicht bestimmbar und das Verhalten desselben einer 
exakten Rechnung zugänglich sein. 
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Im ersten Fall unterscheidet man: 1. Verfahren, die auf dem Gesetz der trägen 
Masse aufgebaut sind, 2. direkte Verfahren, 3. solche, die auf der Statik beruhen, 
4. solche, die die Elastizität fester Körper ausnutzen, 5. solche, die die Elastizität von 
Flüssigkeiten und Gasen benutzen, 6. die auf der Optik aufgebauten, 7. solche, denen 
elektromagnetische Gesetze zugrundeliegen, 8. solche, denen noch andere physikalische 
und chemische Eigenschaften zum Aufbau dienen. 

Im zweiten Fall hat man 1. das Gebiet der Seismometrie oder der allgemeinen 
Erschütterungsmessung, 2. der Physologie und Biologie, 3. der Akustik, 4. der wech- 
selnden Materialbeanspruchungen, 5. die Indikatorentechnik, 6. den allgemeinen Ma- 
schinenbau. 

Sämtliche Apparate der Seismometrie und der allgemeinen Erschütterungsmessung 
bauen sich auf dem Gesetz der trägen Masse auf. Ihre Wirkungsweise läßt sich auf die 
eines mathematischen Pendels zurückführen und wird vollkommen durch die drei Apparate- 
konstanten, die Pendellänge oder Schwingungsdauer 7, die Empfindlichkeit oder Indikator- 
vergrößerung V, den Dämpfungsfaktor 5 bestimmt und durch die Vergrößerung 

B=V n 
2 mp4 ri 
} (?— T?) + - Er 
IT” 
restlos beschrieben. 

Die Entwicklung der technischen Schwingungsmesser aus diesen Seismographen 
geschah in der Richtung, daß die Schwungmassen kleiner gewählt und die elastischen 
Direktionskräfte durch steifere Federn vergrößert wurden. Dadurch ging die Empfind- 
lichkeit herunter, die Frequenz herauf und die schädlichen Einflüsse der Reibung, der 
Massen und der Elastizität der Uebertragungsgetriebe mußten berücksichtigt werden. Durch 
Anwendung von Federgelenken und Gitterhebeln wurden diese Mängel behoben, so daß 
mit einem sachgemäß ausgeführten Schwingungsmesser noch Amplituden von der Größen- 
ordnung u bei mittlerer Frequenz (< 1000 Hertz) registriert werden können. 

Für einen allgemeinen gerechten Vergleich der einzelnen Apparate unter sich und 
für die Festsetzung einer theoretischen Höchstgrenze für die Leistung der Apparate wird 
nach Frank die Güte @ des Apparates eingeführt. Bei einem kraftregistrierenden Instrument 
ist die Güte gleich dem Produkt aus Empfindlichkeit und dem Quadrat der Eigenfrequenz 

G=YV- No“ 
bei einem bewegungsregistrierenden ist sie proportional der Empfindlichkeit und umgekehrt 
r r 2 
proportional zur Masse G —= m 7, Diese Festsetzung geschieht aus der Ueberlegung, 


m C 
daß beim kraftregistrierenden Instrument nicht gleichzeitig die Empfindlichkeit und die 
Eigenfrequenz gesteigert werden können. Bei bewegungsregistrierenden wird die Rück- 
wirkung in den Vordergrund gestellt. 

Im großen ganzen wird man im Betrieb die mechanisch-registrierenden Apparate 
vorziehen, da ihre Empfindlichkeit bei sachgemäßer Ausführung bei mittleren Frequenzen 
ausreicht. Die optischen Apparate haben eine etwas größere Empfindlichkeit auch bei 
höheren Frequenzen, jedoch ist die photographische Registrierung sehr umständlich und 
die Apparate werden groß und schwer, so daß sie dort, wo man den ganzen Apparat am 
Untersuchungsgegenstand befestigen muß, unbrauchbar sind. Bleibt man bei der photo- 
graphischen Registrierung, so ist es am zweckmäßigsten, gleich zu den elektrischen über- 
zugehen, deren Empfindlichkeit auch bei den höchsten Frequenzen äußerst groß ist, ins- 
besondere bei Anwendung von Hochfrequenzweisen. 


In glänzender Weise brachte Professor Smekal, Wien, die Ansicht des Physikers 
zu den Fragen der Dauerfestigkeit zum Vortrag. Er berichtete über die atomare Theorie 
der Festigkeitseigenschaften, insbesondere über ein neues Verfahren zur Sichtbarmachung 
atomarer Höchstspannungen in verformten Körpern. Das Ergebnis der Röntgenunter- 
suchungen scheint darzutun, daß die Kristallatome eine mehr oder minder hochsymme- 
trische Raumgitteranordnung besitzen, welche dadurch gekennzeichnet ist, daß sämtliche 
Kristallatome in stets gleicher räumlicher Aufeinanderfolge mit immer gleichbleibenden 
räumlichen Abständen von ihren nächsten und ferneren Nachbarn umgeben sind. Es 
zeigt sich nun aber, daß die Festigkeitseigenschaften der »Idealkristalle« von jenen der 
wirklichen oder »Realkristalle«e durchaus verschieden sind. Die aus den Atomkräften 
berechnete theoretische oder »molekulare«s (»atomare«) Zerreißfestigkeit ist rund hundert 
bis tausendmal größer als die niedrigste wirkliche oder »technische« Zerreißspannung, 
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obgleich sie unter Benutzung von Eigenschaften der Realkristalle abgeleitet ist! Wäre 
diese einzige völlig unbeeintlußbare Festigkeitsgröße der Idealkristalle auch für den tech- 
nischen Zerreißversuch maßgebend, so müßten die wirklichen Kristalle über hundertmal 
stärkere elastische Dehnungen aushalten als in Wirklichkeit. Die gegenseitigen Ab- 
standsänderungen der Kristallatome müßten durch ihre Größe (bis zu 10 vH anstatt 
0,01 bis 0,1 vH!) auf röntgen-optischem Wege mit Leichtigkeit nachweisbar sein. Davon 
und von manchem anderen ist jedoch keine Spur feststellbar. Wir müssen also notge- 
drungen folgern, daß die wirklichen Kristalle, wie sie unsere Werkstoffe Korn für Korn 
zusammensetzen, keine idealen Atomgitter besitzen können. 

Die von der Röntgendurchleuchtung gelieferten Gitterstrukturen dürfen also nicht 
mehr im Sinne idealer Atomgitteranordnung gedeutet werden, sondern belegen nur, daß 
die übergroße Mehrzahl aller vorhandenen Kristallatome Gitteranordnung besitzen. Da 
mindestens eine Million von Gitteratomen eriorderlich ist, um beobachtbare Röntgen- 


interferenzen hervorzubringen, könnte man einen ganz ansehnlichen Bruchteil — etwa 
ı vH oder weniger — von Kristallatomen auf jede Million anders als im Gitter angeordnet 


denken, ohne daß die Wahrnehmbarkeit der Röntgeninterferenzen dadurch beeinträchtigt 
werden müßte. 

Es gibt also einen sehr geringen Bruchteil, etwa 0,1 vH von Kristallatomen, welche 
sich anders verhalten als die Gitteratome. Smekal nennt sie: »Lockeratome«, weil sich 
zeigen läßt, daß sie elektrische Ladungen, Elektronen, viel lockerer gebunden halten müssen 
als die Gitteratome. In der Tat sind es gerade diese Elektronen, welche die beobachtete 
Leitfähigkeitserhöhung bei längerwelliger Bestrahlung hervorbringen. Wie man nach- 
rechnen kann, verhalten sich die l,ockeratome ganz so wie Atome, welche an einer freien 
Kristallkante oder -ecke gelegen sind. Da die beobachteten Erscheinungen durch Atome 
verursacht sind, welche sich nachweislich im Innern des Kristalles befinden, so muß es 
im Innern der Kristalle »Lockerstellen« ihres Atomaufbaues geben, welche den Sitz der 
l,ockeratome bilden. Denkt man sich die Lockerstellen als Hohlräume amikroskopischer 
Ansdehnung, deren innere Oberflächen auch winzige freie Kanten und Kristallecken 
enthalten, so ist unmittelbar verständlich, daß die durch sie bedingte Kerbwirkung die 
beobachtbare »technische« Zerreißfestigkeit um Beträchtliches unter die »molekulare« 
Zerreißfestigkeit des Idealgitters herabdrücken kann. 

Berechnet man auf Grund der optischen Eigenschaften der Lockeıistellen jene 
Höchstspannungen, welche im Kristall örtlich auftreten müssen, damit neue L,ockerstellen 
gebildet werden können, so findet man die Höhe der »molekularen« Zerreißfestigkeit, 
unabhängig vom Ausmaße der gerade vorliegenden Verformung und Verfestigung, trotz 
der über hundertmal niedrigeren äußeren »technischen«e Beanspruchung. 

Im beanspruchten Kristall bewirkt das Vorhandensein von Lockerstellen eine 
äußerst ungleichmäßige Spannungsverteilung, welche so beschaffen ist, daß die atomaren 
Höchstspannungen an der »technischen« Elastizitäts- bzw. Bruchgrenze örtlich gerade bis 
zur Höhe der »molekularen« Zerreißfestigkeit anwachsen und bei ihrem Ueberschreiten 
die Bildung neuer Lockerstellen bzw. Bruchflächen zur Folge haben. Da der Zusammen- 
hang zwischen äußerer technischer Beanspruchung und örtlicher atomarer Höchstspannung 
durch die Gestalt der Lockerstellen bedingt wird, ist es möglich und wahrscheinlich, daß 
der Einkristall in Strenge weder eine bestimmte Elastizitätsgrenze, noch eine bestimmte 
endliche Schwingungsfestigkeit besitzt. 


2. Raumakustik. Der Anstoß zur Beratung dieser Frage kam von Architekten 
seite. Profi. Michel, Hannover, hatte dem wissenschaftlichen Beirat die Förderung plan- 
mäßiger Versuche zur Gewinnung von Rechnungsunterlagen für die Vorausbestimmung 
der Akustik in Räumen vorgeschlagen. Er trug in Braunschweig darüber vor. 

Bei der Raumakustik hat man es im großen und ganzen mit drei Hauptarten von 
Schwingungserscheinungen zu tun, nämlich mit dem Reflex oder Rückwurf, mit der Inter- 
!erenz oder Einschwingung und mit der Resonanz oder Mitschwingung. Auf die letztere 
ging Prof. Michel näher ein. 

Mitschwingungen werden besonders leicht vom Holz aufgenommen und dann 
wieder der Raumluft mitgeteilt, mag nun das Holz in Gestalt von kräftigen tragenden 
Teilen wie Balken, Stützen und dergleichen oder auch als dünne Verschalung oder Vertäfe- 
lung auftreten. Als eine besonders wertvolle Eigenschaft des Holzes muß hervorgehoben 
werden, daß es durch seine Mitschwingungen dem im Raum erklingenden Ton eine größere 
Fülle und Wärme verleiht, daß es seinen Klang veredelt, vermutlich indem es ihm beim 
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Rückwurf ungünstige Obertöne entzieht und andererseits wieder günstige beimengt. Gerade 
hierdurch unterscheidet sich der Einfluß des Holzes auf die Raumakustik ganz deutlich 
von dem der heutzutage vielfach verwendeten Rabitz- und Eisenbetonkonstruktion. Bauten, 
welche mit großem Holzaufwand errichtet werden, lassen daher mit hoher Wahrschein- 
lichkeit eine gute Akustik erwarten. Zur wissenschaftlichen Begründung des akustischen 
Verhaltens von Holz sind planmäßige Versuche erforderlich. Was fehlt, das sind zuver- 
lässige Grundlagen und Verfahren, durch welche die Tongüte und in Verbindung damit 
die Resonanz in ähnlich scharfer Weise wie Reflex und Nachhall verfaßt werden 
könnte. Man muß die Erfahrungstatsache anerkennen, daß man eine schlechte Akustik 
unter Umständen ganz erheblich verbessern kann, wenn man Holzausstattungen, Ver- 
täfelungen usw. an geeigneter Stelle einbaut, wie dies der Vortragende bereits mit Erfolg 
getan hat; aber die näheren Ursachen dieser Erscheinung sind noch keineswegs geklärt, 
vielmehr drängt sich dem unbefangenen Beobachter eine ganze Reihe von Fragen auf, 
von denen nur folgende kurz hervorgehoben seien: 

Welche Beziehungen haben Luft und Raum zueinander, wenn man beide zusammen 
als eng verbundenes elastisches System betrachtet? In welcher Weise wirkt die Resonanz 
auf die Schallausgabe, auf die Tongüte der Schallquelle zurück? Dies dürfte vor allem 
für den Musikinstramentenbau, insbesondere den Orgelbau, wichtig sein. Um insbesondere 
auf das llolz näher einzugehen, so wäre es wertvoll, festzustellen, in welcher Weise 
seine Mitschwingungen durch die Größe und Stärke der Holzplatten einer Wand- 
oder Deckenvertäfelung, durch die Art des verwendeten Holzes, durch die Bearbeitungs- 
weise und die Befestigung beeinflußt werden. Zu der weiteren Frage, ob Holz in einfacher 
Dicke akustisch besser wirkt als Sperrholz, scheinen Beobachtungen an Lautsprechern 
dem in einfacher Stärke verwendeten Holz den Vorzug zu geben. 


Eine Anzahl praktischer Versuche über die Durchlässigkeit von Luftschall hat 
Dr. Reiher, München, im dortigen Laboratorium für technische Physik durchgeführt. 
Wichtig ist hier der Begriff der Schallhärte. 

Unter Schallbärte ist das Produkt //=e:-y:-w (Schallgeschwindigkeit < Dichte > 
Kreisfrequenz y —= 2 ar des Tones) zu verstehen. Zur Dämpfung von sogenanntem 
»Bodenschall«, also Schall in Stoffen mit großer Schallhärte, bewährt sich meist die 
Einschaltung schallweicher Medien (Luft, elastische Zwischenlagen usw.) Bei »Luftschall« 
hingegen genügt eine Wand aus schallhartem Material im allgemeinen nicht, weil nur 
der kleinste Teil der Schallenergie in Form von elastischen Wellen im Wandmaterial 
übertragen wird. Der Hauptanteil gelangt dadurch auf die zweite Wandseite, daß die 
Wand als ganzes in Biegungsschwingungen versetzt und daß ferner durch Poren und 
Ritzen Energie übertragen wird. 

Mit Hilfe einer im Laboratorium für technische Physik ausgearbeiteten Versuchs- 
methode wurde die Schalldurchlässigkeit für eine Reihe von Wand-, Tür- und Fenster- 
arten bestimmt. Den Wänden lag in der Hauptsache der Konstruktionsgedanke zugrunde, 
daß) die Schwingungen der einen Wandseite durch eine dämpfende Zwischenlage an der 
Uebertragung auf die gegenüberliegende Wandseite gehindert werden sollen. Das Ergebnis 
zeigt sehr deutlich den ungünstigen Einfluß von eingeschlossenen Lufträumen, Poren und 
Ritzen. So läßt z. B. ein Doppelfenster normaler Konstruktion bei besonders sorgfältiger, 
normaler oder schlechter Einpassung Schallstärken durch, die sich etwa wie 1:2:100 
verhalten. 


Ueber neuere Schallmeßverfahren berichtete zum Schluß Dr. E. Meyer, Berlin. 
Wenn man Schallstärken objektiv bestimmen will, so bieten sich hierzu verschiedene 
Wege. Die Meßmethode kann auf der Bestimmung der Dichteamplitude, der 'T’emperatur- 
amplitude oder der Geschwindigkeitsamplitude des Schalles beruhen. Stellt man sich aber 
die Aufgabe, Schallstärken in einem weiten Fre«uenzbereich und bis herunter zu sehr 
geringen Energien zu messen, so scheiden von vornherein die Dichte- und die Temperatur- 
Amplitudenbestimmungen, soweit sie wenigstens bis jetzt bekannt sind, aus; es bleiben 
nur die Geschwindigkeits- und die Druckmethoden übrig. Dr. Meyer beschrieb eine 
Methode die den Vorteil hat, daß alle akustischen Eichungen auf rein elektrische Mes- 
sungen obne akustische Hilfsmittel zurückgeführt werden können. Bei diesem Verfahren 
wird als Schallaufnahmeorgan ein Kondensatormikrophon (KM) benutzt, das aus einer 
Metallmembran und einer metallenen Gegenplatte besteht. Fällt Schall auf die Membran, 
so treten infolge der Membranbewegung Kapazitätsänderungen auf. Es ist nun zu unter- 
scheiden, ob reine Töne oder komplexe Klänge, Geräusche usw. gemessen werden sollen. 
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Im ersteren Falle läßt sich eine Kompensationsmethode angeben; bei ihr werden die auf 
die Membran wirkenden akustischen Kräfte durch entgegengesetzt gerichtete elektrosta- 
tische Kräfte kompensiert. Die elektrischen Kräfte lassen sich in einfacher Weise durch 
Anlegen einer Gleichspannung und einer Wechselspannung von derselben Frequenz wie 
die Tonfrequenz herstellen. Als Indikator bei der Kompensation wird die Kapazitäts- 
änderung benutzt, welche durch die Membranbewegung eintritt und die sich am besten 
in einer Hochfrequenzanordnung, z. B. der Rieggerschen Schaltung nachweisen läßt. 
Die anzulegende Gleichspannung und Wechselspannang, welche die Kompensation bewirken, 
geben ein Maß für die Druckamplitude des betreffenden Tones, die sich auf diese Weise 
ohne weiteres im CGS-System ausdrücken läßt. Damit hat man eine Methode, in empfind- 
licher Weise Schalldruckamplituden unabhängig zu bestimmen. 

Das genannte Verfahren kann als Kompensationsmethode nur für reine Töne benutzt 
werden. Bei der Kompensationsmethode darin besteht ihr großer Vorzug — spielen 
die Eigenschaften des KM., Eigenperioden usw. keine Rolle, da während der Messung die 
Membran in Ruhe ist. Verläßt man diese Nullmethode und geht, wie es für komplexe 
Klänge nötig ist, zu einer Ausschlagmethode über, so muß das Schallaufnahmegerät in 
seiner Wirksamkeit vollkommen frequenzunabhängig sein. Ebenso wie bei der Kompen- 
sationsmethode bietet sich auch hier der Weg, die akustischen Kräfte, die zur Frequenz- 
zeichnung auf die Mikrophonmembran ausgeübt werden müssen, durch elektrostatische 
Kräfte zu ersetzen, indem man eine konstante Gleichspannung und eine konstante Wechsel- 
spannung für alle Frequenzen ans KM. anlegt; man führt also auch hier die akustische 
Messung auf eine rein elektıiische Messung zurück. 

Die Besichtigung des neuen Laboratoriums und der übrigen Abteilungen der 
Klavierfabrik von Grotrian-Steinweg gab den Teilnehmern Gelegenheit zur Beobachtung 
der Verwertung von Forschungsergebnissen der Akustik in der Praxis '). 796 

I) Ein Sonderdruck mit Auszügen der Vorträge auf der Schwingungestagung ist von der Ge 
schäftstelle des Vereines deutscher Ingenieure, Berlin, Ingenieurhaus, zum Preise von 1.25 .4 zu beziehen. 
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Zur Theorie des Ziehvorganges. Es ist positiv in Richtung des wachsenden Quer 
ın Jetzter Zeit mehrfach versucht worden, sehnitts). @ der Steivungswinkel des Ziehkonus 
dem Ziehprozeß durch  Energiebetrachlungen und u der Reibungskoeffizien! 


rechnerisch beizukommen!). Eine Näherungs 
osung kann jedoch durcehsichtiger und voll 
ständiger in Anlehnung an die Ausführungen 
von v. Karman über den Walzvorgang?) 
unter folgenden Annahmen entwickelt werden 











I. Die axial wirkende Zugspannung 6 ver 
teilt sich gleichmäßig über jeden Querschnitt 
re D? 
des gezogenen Drahltes zZ 
4 
2. Der Wanddruck p und die mittlere Zug \ 
pannung 6 sind FHauptspannungen 
>. Im fließenden Bereich ist die Schubspan | 
ung konstant: _J 
o+-p=k a GE ;; , ° 
vorin A die »Fließgrenze«x des Materials ist 
ind praktisch der Streckgrenze (oder Festig Abb. 1. 
eit beim Zugversuch gleichgesetzt werden 
ınn. Is gilt dann nach Abb. I für den Gleichge 
Es ale Saenae: wichtszustand eines Volumenelementes f. dx 
), und D; die Durchmesser des Ausgangs dig. f)+dP (sin sh 0)wd (— >.) 
ıd Endquerschnilts, & die axiale Koordinate 
dx / 
R. Becker, Z. Techn. Phys. Bd. 6 (1925), HpnD mar ac wel. . 1 
'. 298 bis 305; E. Siebel, Z. Techn. Phys. Bd. 7 AH 
926). S. 325 bis 397. und mil Gleichung (1) sowie: 
Th. v. Kärmän, diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), P ı B=D Je I dD $) 


139 bis 141. 2 tga 2» tgu 
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nach Umformung: 
do-D +02 D.dD 


+2 (k- ).Db-dD(1+ . )= 0. 


te a 
0 o 2udD u dD 
a( )- .— +2(1+- ): =(0 (4). 
k k tga D tga D 
Und mit: 
u u 
2 = Aa, 2(1+ )=» . 6), 
tg «a tg a, 
schließlich: 
d(0/k) daD 


olk-a—b D 
In(o/k.a—b)=a-InD-+1In(, 
olk—=-ÜCa:-D‘+ba . . . (6) 


Die Integralionskonslanle € ergibt sich dar- 
aus, daß der Querschnilt D, keine Spannun- 
gen o aufnimmt: 


O=(JaD"+bla, C=—b-1/Di“ @). 


Womit endgültig (mit (5)): 
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wenn: 


vesetzt wird: 

Iı Gleichung (8) bedeutet 6 zunächst die 
mittlere Zugspannung in irgend einem (Quer- 
schnitt f. Infolgedessen gilt aber auch Glei- 
chung (8) unverändert für die zum Ziehen er- 
forderliche Zugspannung oo, im Endquer- 
schnitt f 3 

Wir errechnen nunmehr für einige Werte- 
paare von B und Z die Werte o/k, die in Ab 
hängigkeit von Z in Abb. 2 aufgetragen sind 
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In Abb. 2 sind ferner einige Mittelwerte der 
zum Ziehen erforderlichen Spannung in vll 
der Streckgrenze für zwei Eisensorten und ver- 
schiedene Z-Werte nach Messungen von Eicken 
und Heidenhain!) eingetragen, die sich be- 
friedigend einer Kurve mil 3 = 0,5 anschmie- 
sen. Da « 6° war, lgc« 0,105. ergibt sich 
hieraus der Reibungskoeffizient u für die un- 
tersuchten Eisensorten zu 

0.105 


en sa, 
0,5 


’ 

Die praktische Gültigkeit der Gleichung (8) 
wird davon abhängen, wie weit die gemachten 
Annahmen zutreffen. Eine annähernd  gleich- 
mäßige Verformung des ganzen Querschnilts 
liest erfahrungsgemäß nur bei starken Quer- 
schnittsverminderungen vor. Die Richtung des 
Wanddruckes weicht um so weniger von der 
radialen Richtung ab, je geringer die Reibung 
und der Ziehwinkel sind. Eine VUebereinstim- 
mung zwischen Rechnung und Versuch ist 
also nur für kleine &- und «-Werle zu erwar- 
ten. Eine experimentelle Prüfung der Bezie- 
hungen ist in Angriff genommen. 





A D,?’— D? ee 
Für & | | q geht die Glei- 
D,® 
chung (8) unter Vernachlässigung der Glieder 
höherer Ordnung von q in die Nähe 
fi 


rungsgleichung von Siebel über: 


[73 a 
-(#- ı)a-9=(“ +1). 9). 
k tg «u tga fi 


Der Gültigkeilsbereich dieser Näherungsfor- 
meln (9) beschränkt sich jedoch, wie ein Ver- 
sleich mit der genaueren Formel (8) zeigt, auf 
kleine Querschnittsabnahmen qg oder große Win- 
kel «. 

"ür reibungsfreies Ziehen (u 0) folgt aus 
(4) die entsprechende Gleichung von Siebel 
‘ D\? fi 

= — in ( ) = In 2 
k D| r 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Metallforschung, 
Berlin-Dahlem, Dezember 1926 
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Ueber Kurven gleicher Strömungsge- 
schwindigkeit. Die gewöhnliche ideale Strö- 
mung um einen unendlich langen Kreiszylin- 
der mit dem Radius AR, wird bekanntlich durch 
das komplexe Potential 


2 
W=o(+) 


s 


et 


dargestellt, wenn vo», die Z-Richtung fallende 
Strömungsgeschwindigkeit im Unendlichen, / 
die Koordinalte des Aufpunktes bedeutet. Durch 


die Transformation 
[9 p? ® 
z=t+—- (p<R).....(2) 
- 


wird das Acußere des Kreises |Z R, konform 
auf das Außere einer Ellipse abgebildet, deren 


I) H. Eieken und W. Heidenhain, Stahl und 
Eisen Bd. 44 (1924), S. 1687 bis 1694. 
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Exzentrizität =?2p ist und deren Halbachsen die Polarkoordinaten durch die Substitution 

2 2 r io ri 
a S = rei? einführt, erhält man aus 

die Werte ww = Ru - ‚Db=R- haben! Ha 
0 Ro k == A Ro? 

Die Größen AR, und p?2 haben als Funktion die- {2 _p? 

Er. 


ser Halbachsen die Werte Ru=1/, (a, + by, 
p? —1/, (ag — bi2). 

Die Geschwindigkeit v —v, —iv, der Strö- 
mung um den elliptischen Zylinder drückt sich 
am einfachsten in den Koordinaten der Bild- 
punkte Z aus 


( Ro?‘ 

7) ei > 

dW dz Ä 

vw — —= es 
as as u ; 


Die Gleichung (3) führt übrigens zu einer 
einfachen Konstruktion der Geschwindigkeit in 
einem beliebigen Punkt P der Ellipsenebene 
Abb. 1). Um zunächst den zu P vermöge (2 





/, (RA7sa2) 0 l, 


Abb. 1. 


entsprechenden Punkt Q zu finden, stellt man 
aus den Brennstrahlen f,j PF,und ,=PF, 
die Achsen a und b der durch P gehenden 
und zur Grundellipse konfokalen Ellipse fest 
und beschreibt um © den Kreis mit dem Ra- 
dius AR I/,(a--b). Die Parallele durch den 
Halbierungspunkt von OP zu der‘ Winkelhal- 
bierenden der Brennstrahlen PF, und PF, lie- 
fert auf diesem Kreise den Punkt ©. Verlän- 
gert man QP über Q und macht QPs—=QP, 


D) 


Ro“ 
OP, ‚ nennt ferner die Radienvektoren 
R 


OP, =r, OP; =[r;,, so hat man für das Ge- 
schwindiskeilsverhältnis 
k=-t—=, 
vo r2 
Wenn der Punkt ? auf der Grundellipse liegt, 
fällt der Punkt ?, auf die Ordinatenachse. 
Um die Schar der Kurven gleicher Absolul- 
geschwindigkeit auf denen auch gleicher 
Druck herrscht) zu erhalten, stellen wir zu- 
nachst die Gleichung der entsprechenden Bild- 
kurven in der Kreisebene auf. Wenn man 


', Verel. Wilh. Müller, Ueber Stromlinien und 
Kraftlinien in der konformen Abbildung, Zeitschr. 
für angew. Math u. Mech. Bd. 6 (1926), S. 284 
bis 291. 


durch eine kleine Rechnung 

(1 — k?, — 2 r? (Ro? — k? pP?) cos2 y 

+ RR! — Mot—=0 

oder 
r! (1 — KK) + Rot — K? p* 

2r? (Ro? — K?p9) 

(16 rt+ ao + dot) (1—Kk®) +2 ao? bo? (1+K) (5) 

8 7? [ao (1 —KN)+bo? (1 +KD) +2 ao bo) 

In dieser einfach zu konstruierenden Bild- 
schar, die gleichzeitig im Außengebiet und in 
ihrer analytischen Fortsetzung ins Innere des 
Kreises betrachtet werden möge, sind fol- 
sende ausgezeichnele Kurven enthalten 

wi 0 liefert mit 

rd? — 2 r? Ro? cos 2 + Ro* =( 
als einzige reelle Punkte die beiden Bilder 
) On; r R, der Staupunkte. 

2.8 I gibt 
2r?cos2y9=Ro+p’=Rw; P-n?’='; Row, 
d.h. eine gleichseitige Hyperbel, deren Asym- 
ploten die Halbierungslinien des Achsensystems 
sind. 

Wenn k von O bis I wächst, so erhält man 
Kurven, welche die Punkte £ -R, in zwei 
Ovalen umschließen. 


cos2y= 


3. Dem Weitebereich 1<Kk entsprechen 


p 
einfach geschlossene Kurven um den Nullpunkt 
als Mittelpunkt. Für die der maximalen 


(eschwindigkeit ım äußeren Strömungsfeld 
entsprechende Kurve, die den Kreis in zwei 
Punkten berührt und sonst im Innern ver- 


R qt 
läuft, erhält man mit u. R, den Para- 
2 
2 Ro- ao+bo , 
melerwert k 2 a: . Zu derse!ben 
Ro’ +p ao 


Teilschar gehört ferner als ausgezeichnete 
Bildkurve der im Innern des Grundkreises ge- 


lesene Kreis k = mit der Gleichung r = Ryp. 


Während die "n. außerhalb dieses Kreises 
in der Richtung der großen Ellipsenachse ein- 
sedrückt sind, fällt die Eindrückung für die 
Kurven innerhalb in die Richlung der kleinen 
Achse. 


Ro? . ' 
1. Der Wert k „ gibt die Lemniskate 
p“ 
Bu $_,8 
r? Zi 2 Ro p cos Ip = (ao + bu) (Aa bu“) eoR% p. 
Ro? + p’ 4a 


er Br ., 
Wächst Ak von 4 bis ©. so erhält man 


Doppelovale innerhalb der Lemniskale und dem 
Wertek—= & entsprechen die Punkte -p. 

Wenn man nun auf die Kurven der Schar (») 
die geometrisch leicht zu verfolgende Trans- 
formation (2) anwendet, erhält man in der 
Ebene der Ellipse die Kurven gleicher Ge- 








/tschr. f. anzew. 
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Abb. 2. 

schwindizkeil In der beigesebenen Zeichnung man p durch zp, d.h. 7? durch p?. so erhält 
\bb. 2) ist diese Konstruktion durchge‘ ühri für man die Schar der Kurven gleicher Strö- 
den Fall: A, I, p 2, >, Do 3. Di mungsgeschwindigkeit für einen elliplischen Zy- 
einzelnen Kurven sind mil den entsprechenden linder, der in Riehlung der kleinen Achse ange- 
Parameterwerlen A versehen. Was die Uebeı strömt wird. Wird p = R,, so geht der Zylin 
Iraguınae angeht. so  ıst bemerkenswert. dab der ın die ebene Platte über Die Verallse 
man, um VUeberschneidungen zu vermeiden, die meinerung auf andere (z.B. Joukowskvsche 
Strecke 2p als Verzweigungsschnitt einer rofile, d.h. auf den Fall, daß der Miltelpunk! 
zweiblätterigen Riemannschen Fläche anzu des Grundkreises nicht mil dem Nullpunkt des - 
sehen hat. Die ganz ım Endiichen verlaufendi \chsensyslems zusammenfällt, so!l an anderer 
l.emniskalte verwandelt sich ın eine der Ver Stelle durchgeführt werden ! 
zweigungspunkte schleifenarlig umlaufende Hannover Wilhelm Müller. 755 


hurve. die im zweilen Blatt ıns Unendlich: 
veht und die Halbierungsslinien der Achsenwin- 
kel zu Asvmploten hat. Alle Kurven, die dem 


Bemerkung zur graphischen Lösungs- 
methode von Zabel. Kürzlich hat Herr 


Bereich von kA Ro“ bis 1. + pP entspre Zabel?) eine graphische L.ösungsmethode an 
p* 2p‘ seveben. die es ermöglicht. alle Wurzeln einer 
chen, haben auf der Strecke 2p einen Doppel- Gleichung drıiten Grades aus einer festen 
punkt und bleiben im zweiten Blatt im End Kurve zu ermillteln. Zu diesem Zwecke trans 
lichen Die Kurve 4 to’ + p" hat im Null formierl er die egebene Gleichung in die Form 
2 p“ 5’ iz +1 0 
punkt einen Selbstberuhrungspunkt Kur gro N 
Bere Werte von Ak erhält man wieder Doppel oder 2? 4 x / 
ovale um die Verzweigungspunkte je 
Wenn p 0 wird, so hal man ım ') Ueber eine elektrische Methode zur Bestim 
Rus K%) + R, mung der Kurven gleicher Geschwindirkeit für 
cos » g= nr rg u 45.0 U eine Strömung um eine Tragfläche ; verg]. 
2r" Ro l.. W. Bryanz und D. H. Williams, Philos. 
die Schar der Kurven gleicher Stromungsge Transact., I,ondon 1926, S. 199 bis 237. 


schwindigkeit fur den Kreiszylider Krsetzt *) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 329 bis 334. 








v. 
h. 


ir 
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Die Wurzeln z erseben sich dann als Schnitte 
einer Parallelen zur X-Achse mil der Kurve 
l 


Diese Methode läßt sıch mil gewissen Aen 
derungen auf Gleichungen vierlen Grades über 
ragen. 

Wir gehen aus von der vereinfachten Glei 
chung 

z+pe’+ga -r—=0  : 
und translormieren ähnlich wie Zabel durch 
die Transformalion 


4 
T Vr.-2 
dıe Gleichung | IN 
j 
r.2!+p.-Yr-2+g-Vr.:+r iv 2 
Dabeı setzen wir vorlaufig r 0) voraus 


Dividieren wır durch r und setzen für di 
neuen Koeffizienten abkürzunesweise die Buch 
staben A umd u ein, so ergibt sich 

+)? + uz2 +1 Ze 
ler 1 . 7 


I’+ , =—/ ea 


’ 
- - 
De 


\Wır führen nun eine neuere Unbekannte 


ein. Dadurch geht Gleichung (4) über in 


1 
Wr — =—A—u:w.....6(5). 
w‘ 
Die Wurzeln w sind dann die Schnittpunkte 
der Geraden \ um mit der festen 
Ä 1 | 
Kurve y - w®2 ;„; die entsprechenden Werte 
w* 
sind die reziproken Werte von w 
Ist in Gl. (1) r negatıv, r r, so wird 
die Transformalion x V r’.z benulzt. Es tritt 
dann Jediglich an Stelle der festen Kurve 
| BER 
7) m „ die Kurve 
2° 
1 
- ım2 r 
l „ ır% 
Y Zereeen. (98) 
w 


Die Unterschiede gegenüber der graphischen 
l.ösung der Gleichung dritten Grades sınd also 
kurz folgende: 


1 
I. Anstatt der einen festen Kurve y = z? 


bei Zabel müssen hier deren zwei (5) und 
»a) ein für allemal gezeichnet vorliegen 

2. Man erhält nicht ohne weileres die Wur 
zeln der transformierten Gleichung (3), son 
dern deren reziproke Werte 

3. Die schneidende Gerade ist schräg, nich! 
horizontal. 

serlin. F. Apt 756 


Die linearen Punkt-, Ebenen- und Strahl- 
Abbildungen der darstellenden Geometrie. 
Eine Note zu der gleichnamigen Arbeit des 
Herrn Rehbock! Im folgenden soll ge 
zeigt werden, wie man auf anderem Wevse zu 
dem singulären Gebilde und zur Konstruktion 
der linearen Punkt-, Ebenen- und Strahl-Abbil 


!) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 379 bis 400, 


Juni 1927 Kleine Mitteilungen 239 


dungen der darstellenden Geometrie gelangen 
kann, als dies in der Arbeit des Herrn Reh- 
bock geschehen ist, 

Der charakteristische Unterschied zwischen 
dem Punklt- bzw. Ebenenraum einerseits und 
dem Plückerschen Geradenraum andererseils. 
der darin liegt, daß im Geradenraum zwei b 
liebige Elemente in allgemeiner Lage kein Ge 
bilde erster Stufe des Geradenraumes bestim 
men vergl. Rehbock, 380 wird in deı 
Vordergrund gestellt und dadurch überwunden 
daß man den Geradenraum, wie ubiich, als eine 
quadratische Hyperfläche // F2 von vier Dimen 
sionen im linearen Raum AR- von fünf Dimen 
sıonen  betrachtel “s werden ım Gegensatz 
zur Arbeit des Herrn Rehbovck die lineareı 
\bbildungen der darstellenden Geometrie defi 
niert als lineare Abbildungen der Ele 
mente linearer Räume von n Dimen 
sionen in ein Gebilde Il Stufe (R, 
\Nan hal also zu untersuchen. wie die Elemente 
einer quadratischen Hvperfläche des AR, bei 
einer linearen Abbildung des R- in einen Bild 
R, abgebildet werden. Mit der obigen Definition. 
die allerdings schärfere Forderungen 
stellt als diejenige des Herrn Reh 
bock. gelangt man sehr schnell zu den Kon 
struktionen der Abbi!’dungen des Geradenraumes 
Der Unterschied der obigen Definition von der 
ienigen des Herrn Rehbock ist folgender 
Wir untersuchen die Abbildung der /F?2 bei 
einer linearen Abbildung des R-, im 
(segensatlz dazu fordert Herr Rehbock 
nur: eıne lineare Abbildung der Elc 
mente der HF: ohne irgendeine Forderung 
an die Abbildung der nicht auf der FI F?2 liesen 
den Elemente des AR- zu stellen Natürlich 
bietet das Problem des Herrn Rehbock be 
deutend gröbere Schwierigkeiten als wir ım 
folgenden zu überwinden haben. Dagegen stim- 
men die Abbildungen. zu denen Herr Reh 
hock gelang!, mil den ım folgenden gegebenen 
uberein. 

Die linearen Abbildungen der darstellenden 
(‚eomelrie, ‚wie sie von Herrn Rehbock 
S. 381 definiert wurden, beziehen sich zu 
nächst nur auf den Punkt- bzw. Ebenen- bzw 
(eraden-Raum. Sie bleiben aber auch sinnvoll 
für einen beliebigen algebraischen Raum, der 
seradlinige Erzeugsende hat. Setzt man in der 


hRehbockschen Definilion statt p- bzw 
bzw. G-Raum stets linearer Raum von 
n Vıimensionen R, und statt p- bzw. 


bzw. G-Riß« stets »Riß des R,„«, dann beschrän 
ken sich die linearen Abbildungen auf lineare 
khaume Man hat zu zeigen, wie jetzt die 
linearen Abbildungen des nichtlinearen Ge 
radenraumes zu konstruieren sind. 


Der Sinaularilätlserad:) eines Gebildes Xk-ter 
Stufe R, sei 0, 1.2,3. Ss, (S<SK), je nach 
dem das Gebilde ©. 1. 2.3 SS linear unnb 


hänsise sineuläre Elemente enthält Dann will 
der Salz 


#) Vergl. Rehbock, S. 387. 
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Salz I: Die nicht-singulären Elemente eines srad erößer als 1 ist Wohl aber sibt es Ge 


(sebildes A-ter Stufe R, vom Singularitätsgrad 
S werden linear abgebildet in die Elemente 
eines Gebildes (K — S)-ter Stufe Re s) wenn 
man ein einziges Element als ein Gebilde O-ter 
Stufe bezeichnet 

Und umgekehrt: werden die nichtsingulären 
.lemente eines Rx in die FElemente eines 
Rs) abgebildet, so hat der Rx genau den 
Sıingularıtlätsgrad 8. 

Da der Bildraum z ein Gebilde 2-ter Stuf: 
ıst, muß stels A S 2 sein, d.h. der Sıinzu 
larılalssrad eines Rx ist stets größer oder gleich 
IN 2 

S K—2. 
Schließlich ıst noch der folgende Satz wichtig 


Salz II: Hat ein Gebilde A-ter Stufe Ax den 
Sıngularilätserad 85, so sind sämtliche Elemente 
I,-ter Stufe Rs_,. das durch 
die 5 singulären, linear unabhängigen Ele 
mente des Rx bestimmt wird, singulär, d.h. so 
enthält es ein singuläres Gebilde (8 I )-ter 
Stufe 


des Gebildes (8 


Diese Sätze wurden von Herrn Rehbock 
für A 2 bewiesen (vergl. S. 387/8 und 382 
Die Beweise für Ä 2 gehen ganz analog, so 
daß wir sie hier nicht anführen. 

Handelt es sich, wie im folgenden, um die 
lineare Abbildung des AR-. so ist notwendig. dab 
die nıichtsingulären Elemente des R- genau in 
die Elemente des Bildgebildes 2-ter Stufe z ab 
gebildet werden, d.h. der Singularilätsgrad des 
R- ıst 3. Das sınguläre Gebilde des R- ist also 
nach Satz I ein Gebilde II. Stufe RR; Wir 
bezeichnen es im folgenden mil 8». 

Wie wird bei dieser linearen Abbilduns des 
R, die quadratische Ilvyperfläche /7F?2 von vier 
Dimensionen des AR. abgebildet, d.h. wie läßt 
sich zu jedem Element der /IF?2 das zugehörige 
Bildelement konstruieren”? Dieser Fraue müssen 
wir uns jelzt zuwenden 


Das sinenläre Gebilde der // F2 ist der Schnilt 


dieser /IF2 mil der 83 das ıst ım allee- 
meinen ein Keselschnitt ın der 8, oder 
ım Geradenraum eine Reselschar., Die eine 


Schar der Erzeugenden eines IHyperboloids 

Alle Elemente der /TF?2, die mit einem be 
liebig gegebenen Elemente g der IF? ein Ge 
bilde 1. Stufe bilden können, liegen ın einem 
speziellen linearen Komplex, dessen Achse das 
Klement g ist. Ein linearer Komplex ist der 
Schnitt eines AR, mit der /IF?2. Jeder A, des 
N, schneidet im allgemeinen einen R, des R 
in einem A,. also auch den singulären 55 in 
einem singulären Gebilde 1.Stufe. Dieses schnei- 
det den singulären Kegelschnitt der /7F2 auf 
der Ss in zwei Elementen. 

Das heißt: zu jedem Element g gibt es ım 
allgemeinen genau zwei singuläre Elemente, die 
mit g ein Gebilde I. Stufe bilden können. 

Außerdem Tfolst sofort der Salz 


Is gibt kein Gebilde I. oder II. Stufe, das 


sanz auf der II F?2 liegt, dessen Sıingularitäts- 


bilde I. und II. Stufe der NM F2 vom Singulari- 
tälsgrad 0. 

Zum Beispiel: Zwei spezielle Komplexe mit 
den nichtsingulären Achsen p und dg mögen 
so beschaffen sein, daß die Achse des einen 
komplexes dem anderen angehört und umge 
kehrt, und daß die beiden singulären Element: 
des einen Komplexes nicht auch dem anderen 
komplex angehören: dann ist ihr Schnitt ein 
(rebilde II. Stufe vom Singularitätsgrad 0. 


Jetzt zur Konstruktion einer Hauptabbildung!) 
durch die 8, kann man im R, &% ?R, legen. Die 
nichtsingulären Elemente eines solchen AR,. der 
vom Singularilälsgrad 3 ist. werden in ein ein 
zives Bildelement in x abgebildet Der Schnitt 
eines solchen R, mit der IIF= ist eine lineare 
kongruenz, die sämtliche singulären Eleinente 
der /IF?2 enthält. Eine lineare Kongruenz be- 
steht aus allen Elementen, die mit zwei festen 
Klementen (die Leilgeraden) ein Gebilde I. Stufe 
bilden können (alle Geraden, die zwei feste Ge- 


raden schneiden 


Jede lineare Kongruenz aber, die sämtliche 
singulären Elemente d.h. sämtliche Erzeugsende 
der einen Schar des singulären Hyvperboloids 
enthält, muß als Leitgeraden zwei Erzeugende 
der anderen Schar haben. Das Bild aller nicht 
sinzgulären Elemente einer solchen Kongruenz 
ist dasjenige Bildelement in x, das der Kon- 
sruenz angehört “s gibt genau ein solches 
Klement, wenn wir verlangen, daß das Bild- 
sebilde Il.Stufe auf der IF? liegt? 
Da ferner jede niehtsinguläre Gerade genau in 
einer solchen Kongruenz liegt, ist das Bild jeder 
nichtsingulären Geraden konstruiert. 

Diese allgemeine Abbildung ist der erste 
Typus der linearen Geradenabbildungen des 


llerrn Rehbock S. 389 Zu den anderen 
Typen gelangt man wie folgt: Das singuläre 
(rebilde der II F? ist der Schnitt der MF? mil 
der sıngaulären 8%, Im allvemeinen, d. h. wenn 


die 8, keine Erzeugende der I/IF?2 ist, wird 
dieser Schnitt ein Kegelschnitt in der S,: also, 
wie oben gesagt, eine Regelschar. Den ersten 
Ausartungsfall erhält man, wenn dieser Kegel 
schnitt der 8, zerfällt. Dies entspricht dem 
II. Ivpus des Herrn Rehbock (vergl. S. 390) 


Ist jedoch die S, eine Erzeugende der IF?, 
so liegen alle Elemente von 8, auf der MF2, 
d.h. dann enthält die AIF?2 ein singuläres Ge 
bilde II. Stufe. Deutet man dies im Strahlen 
raum als ein Bündel oder Strahlenfeld. so hal 
man sofort die gewöhnliche Zentralprojektion 
des Punkt- bzw. Ebenenraumes (vergl. III. 'Tı 
pus 8.391 

\uf diese Ausarltungen im einzelnen gehen 
wir nicht ein. Ihre Diskussion als Abbil 


'), Vergl. Rehbock S. 382: Bei einer Haupt- 
abteilung zeht jedes Element der Bildebene rn in 
sieh selbst über. 

?) Nach Voraussetzung hat den Singularitäts 
grad 0. 
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Jung der HF? bei einer linearen Abbildung des 
R. geht derjenigen des allgemeinen Falles völlig 
‚arallel. 

Vergleicht man diese Ausführungen mit den 
ntersuchungen Herrn Rehbocks, so folgt 
ler Satz: 

Jede lineare Abbildung der Elemente der HF: 
in einen Bid-R;,, der auf IF? liegt, kann 
‚tets aufgefaßt werden als eine lineare Abbil- 
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dung sämtlicher Elemente des R, in den Bild 
R, (vergl. Rehbock Satz 15 8.397). 

In dem Beweise dieses Satzes liest. um auf 
die Einleitung zurückzukommen. die Schwierig- 
keit der Rehbockschen Untersuchungen, im 
besonderen des II. Kapitels der erwähnten Ar 
beit. 

Hamburg, den 10. Januar 1927 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buehhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen ) 


HARRY R. RICARDO, Schnellaufende 
Verbrennungsmaschinen. Üebersetzt und 
bearbeitet von Dr. A. Werner und Dipl.-Ing. 
’ Friedmann. Mit 280 Textabbildungen. Ver- 
lag von Julius Springer, Berlin 1926. VII 

3748. Preis geb. 30M. 

Das ausgezeichnete Buch verdient eine ge- 
naue Durcharbeitung von jedem, der sich für 
Verbrennungsmotoren eingehender interessiert 
“s räumt mit manchen verbreiteten Irrtümern 
und Fehlschlüssen gründlich auf und gibt viele 
neue Gesichtspunkte, wenn auch manches an- 
scheinend Neue dem einen oder anderen Fach- 
mann bereits bekannt war. Die Vollständigkeit 
und Gründlichkeit der Zusammentragung und 
die damit erzielte Uebersichtlichkeit der Er- 
fahrungen ist wohl kaum anderwärts zu fin- 
den. Dabei ist es wesentlich, daß alle qualitativ 
besründeten Angaben durch die erstaunlich 
vielen und systematisch durchgeführten Ver- 
suche des Verfassers und seiner Mitarbeiter 
bestätigt und zahlenmäßig ergänzt erscheinen. 
Dies erfolgt in den meisten Fällen durch sehr 
wertvolle Tabellen, die dem Praktiker auch 
unmittelbar zum Gebrauch dienen können. 
\llerdings setzt das genaue Verständnis des 
Buches schon eine recht eindringende Kennt- 
nis der Wärmevorgänge im Verbrennungsmotor 
voraus, es wird auch stellenweise durch die 
nicht immer vanz einwandfreie. wenn auch 
zumeist sehr gelungene Uebersetzung etwas er 
schwert. Um so vollkommener sind die gele- 
ventliceh aufgenommenen Zusammenfassungen, 
die rasch den etwa in den verstreuten FEinzel- 
heilen verloren vsegangenen Ueberblick wieder- 
sewinnen lassen. 

Der erste Abschnitt handelt von den  ge- 
bräuchlichen Brennstoffen und betont beson- 
ders die Verwendung von Spiritus, die in Ein- 
elfällen bekanntlich auch anderwärts mil 
bestem Erfolge zur Geltung gekommen ist. Der 
zweite Abschnitt besprieht die »Detonation 
eın Ausdruck, den man vielleicht ausreichend 
durch »Klopfen« hätte ersetzen können, wie 
dies in der deutschen Fachliteratur  gelegsent- 
lich geschieht. Die hier wiedergegebenen Aus- 
führungen sind ganz besonders wertvoll, indem 
sie die Rolle der Restgase beleuchten. den 
Kinfluß des Luftüberschusses klarstellen und 
eine sorgfältige Berechnung aller Temperaturen 
des Prozesses geben. Es folgt ein Kapitel über 
die Wärmeverteilung einer Viertaktmaschine, 


das wieder manche Aufklärung bringt. So ıst 
die Rolle der Wandkühlung sehr eindringlich 
dargestellt. Die wiederholte Bemerkung, daß 
der Ihermische« Wirkungsgrad bei niedriger 
mittlerer Temperatur des Kreisprozesses oder 
bei niedriger Verbrennungstemperaltur abnımmt, 
ist wohl in dieser Form zu beanstanden, was 
semeint ist, müßte näher auseinandergesetz! 
werden, Sehr interessant ist die Besprechung 
der Einwirkung der Kühlwasserlemperatur. 

Der IV. Abschnitt spricht von der Gestalt 
des Verbrennungsraumes und seinem Einfluß. 
von der Lage der Zündkerzen u.a. Besonders 
mas hervorgehoben werden, wie der Verfasser 
aus dem Luftverbrauch feststellt, ob die Bau- 
art des Verbrennungsraumes oder die Gemisch 
verteilung an die einzelnen Zylinder am 
schlechten Wirkunessrad die Schuld trägt. Sehr 
interessant ist auch der fünfte Abschnitt über 
Schmierung und Abnutzung, sowie die etwas 
kurz gehaltenen folgenden Kapitel über Ver 
sasung und Zündung 

Was dann folgt, ist mehr baulicher Natur. 
Eine ungewöhnliche Fülle mehr oder weniger 
wichtiser Erfahrungen ist hier bis in kleine 
lKinzelheilen mil größter Rückhaltlosigkeit nie- 
dergelegt. Es ist in dieser Besprechung nicht 
möglich, auf einzelne derselben einzugehen, es 
kann aber erwähnt werden. daß insbesondere 
dort, wo allgemeinere Fragen berührt werden 
eine volle Uebereinstimmung mit unseren deul- 
schen Ansichten festzustellen ist. Die Darstel 
lung der mehr theoretischen ;etrachtungen 
weicht allerdings durch die Vermeidung aller 
mathematischen Hilfsmittel von dem bei uns 
Gewohnten ab. 

Die letzten Abschnitte behandeln vgesonder! 
und recht ausführlich die Maschinen für Stra 
Benfahrzeuge,. die Flusmotoren und endlich 
schnellaufende Tank-Maschinen mil hoher Lei 
stung, überall neues und interessantes Material 
mit voroßzügiger Freigebigkeit bietend. 

Zusammenfassend muß gesagt werden, daß 
dieses vorzügliche Buch dem Ingenieur einen 
hohen Genuß bereitet, dem Anfänger sowohl 
wie dem Geübten ganz ungewöhnlich viel Be- 
lehrung bietet und durch die Vollständigkeit 
und Gründlichkeit des Dargestellten geradezu 
vorbildlich wirkt. Der Verlag hat sich durch 
die Uebersetzung und die Herausgabe dieses 
Werkes ein großes Verdienst erworben. 

Prag. K. Körner. 787 




















































Dr.GERHARD KOWALEWSKI, o. Professor 
an der Technischen Hochschule Dresden. Kin- 
führung in die Determinantentheo- 
rie einschließlich der "redholm- 
schen Determinanten. Zweile, verkürzte 
\uflage. Verlag Walter de Gruvter & Co., 
Berlin und Leipzig 1925. 930458. Preis geh. 
I4’M. geb. 15.50M 

Die rühmlichst bekannte Determinantentheo- 
rıc Kowalewskıs Hiegst in neubearbeiteter 
zweiter, eigentlich schon in dritter Auflage 
vor, da von der ersten. 1909 erschienenen zu- 
nächst ein anasltalischer Neudruck hergestellt 
wurde Die Neubearbeiltung des Buches be 
steht. den Wünschen der Verlagsbuchhandlung 
semaß, in der Hauptsache in einer Kürzung, 
die der Verfasser jedoch so vorgenommen hat, 
daß die Kigenart und die allgemein anerkannte 
Brauchbarkeit des Buches wewiß keine Ein- 
buße erlitten haben. Die Streichungen be- 
ziehen sieh im wesentlichen auf die Elemen 
tarteilertheorie,. die unendlichen Normaldeter- 
minanten, die E. Schmidtsche Theorie der 
Systeme linearer Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten und auf die Eigenfunk- 
tionen eines reellen symmetrischen Kerns. 

Die neubearbeitete Ausgabe umfaßt eine 
durch historische Bemerkungen eingeleitete, 
durch zahlreiche Beispiele unterstützte, sehr 
weit führende Darstellung der Determinanten- 
theorie und derjenigen Anwendungen, die einen 
wesentlichen Bestandteil der Theorie selbst 
bilden: der Theorie der linearen Gleichungen. 
der linearen und der quadratischen Formen. 
Der eigentlichen Theorie etwas ferner stehend 
sind die gleichfalls ausführlich behandelten An 
wendungen auf die Algebra (Resultanten und 
Diskriminanten), auf die Analvsıs (Funktional- 
dleterminanten. Wronskiısche und Gramm 
sche Determinante eines Funktionensvstems 
und auf die Geometrie ‘Inhalt eines Dreiecks 
und Tetraeders, Radius des einem Dreieck um 
schriebenen Kreises, lineare Abbildungen Von 
besonderem Interesse ist die auf die Fred- 
holmsche Theorie der linearen Integralgleıi- 
chungen führende Uebertragung des Deter- 
minanltenbegriffs ins kontinuierlich Unendliche: 
dieser Theorie ist das Schlußkapitel des Buches 
vewidmet. 

Das Werk kann nicht nur den Lehrern und 
Studierenden der Mathematik, sondern auch 
den Physikern und Ingenieuren auf das aller- 
wärmsle empfohlen werden “ur die An- 
wendungsgebiele der Mathematik haben im 
erster Linie die Theorie der linearen Gleichun- 
ven, der linearen Transformalionen und der 
linearen Integralgleichungen sowie der Matrizen- 
kalküul große Bedeutung erlangt: das Kowa- 
lIewskische Buch bietet. ohne be. ondere Vor- 
kenntnisse zu erfordern, einen bequemen und, 
vemessen an der übrigen Literatur, wohl auch 
den sachlich besten Zugang zu diesen Gebieten 

Berlin. G. Feısl. 785 

Dr. FRIEDRICH BOEHM, Professor an der 
Universität München. Versicherungsma- 
thematik II l,ebensversicherungsmathema- 
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tik. Einführung in die technischen Grundlagen 
der Sozialversicherung. Sammlung  Gösche:ı 
N\r.917. Verlag von Walter de Gruyter & Co 
Berlin und Leipzig 1926. 1718. Preis 150 M 

Im Gegensatz zum ersten Bändchen, an wel 
chem hervorgehoben werden konnte. daß es 
insbesondere für den Anfänger leicht zugäng- 
lich sei. führt das zweite Bändchen dieses 
kompendiums bis in die schwierigsten Kapitel 
der rechnerischen Behandlung von Lebensver 
sicherungsaufgaben. Manche Details gehen 
zweifellos über den Rahmen hinaus, der nach 
der Anlage des ersten Teiles gegeben zu sein 
schien. So finden sieh ın der Behandlung de: 
Zinseszins- und Rentenrechnung eine Reihe 
von sehr entlegenen und ın der Praxis gewiß 
nur zufällig vorkommenden Aufgaben, mit 
denen der Leser eines so knappen Buches 
nicht befaßt werden sollte Dagesen fehlt in 
dem Buche die Behandlung mancher Probleme, 
die in einem neueren Lehrbuche der Ver- 
sicherungsmathematik auch bei dem knappen 
Raume eines Göschenbüchleins zur Sprache 
sebracht werden sollten und könnten (z. B 
Bruttoprämienreserve, Gewinnbeteiligung usw. 

Ungefähr die Hälfte des Bändchens füllt 
eine eingehende Behandlung der Technik der 
Pensionsversicherung aus. Die Darstellung ist 
hier im allgemeinen wieder auf das Niveau 
von Anfängern gestellt, desgleichen die Auswahl 
des Stoffes, die solcherart in starkem Gegen- 
satz zum ersten Teile steht. 

Wien, E. Fanta. 780 


Dr. A. FLECHSENHAAR, Studienrat in 
Frankfurt a. M. Einführung in die 
Fınanzmathematik. Verlag von B. G 
Teubner, Leipzig und Berlin 1926. 708 
Preis kart. 240 M 

Der Verfasser verfolgt die Absicht, ein Hilfs- 
mittel zur Vorbereitung für die Ersatzreifeprü- 
fung zu liefern und dürfte im Rahmen des 
hier behandelten Spezialthemas dieser Anforde- 
rung vollauf entsprechen ls werden neben 
den Aufgaben der Zinseszins- und Rentenrech- 
nung auch die Aufgaben der Kombinatorik. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Versicherungs- 
rechnung behandelt. Die Darstellung ist ele- 


mentar und äußerst klar. Sehr lehrreich ist 
die graphische Darstellung der Reihen. 
Wien E. Fanta. 


Dr. K. HEROLD, Technische Hochschule in 
Wien. Finanz-Mathematik. (Zinseszinsen-, 
Anleihe- und Kursrechnung.) Mathematisch- 
Physikalische Bibliothek. Band 56. Verlag von 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1924. Il 

0 S. Preis kart. 0.80 M 

Dieses Buch enthält die wichtigsten Auf- 
saben aus der Zinseszinsrechnung, insbesondere 
mit dem Endziel, die Mittel zur Prüfung von 
Anieihen an die Hand zu geben. 

Wien. E. Fanta. 781 

P. B. FISCHER, Studienrat am Gymnasium 
zu Berlin-Steglitz. Elementare Algebra 
Mit 20 Figuren. Sammlung Göschen 930. Ver- 
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s von Walter de Gruyter & Co., Berlin und 
eipzig 1926. 1498 

Der Verfasser stellt sieh die Aufgabe, eine 
ebersicht über elementare Methoden zur nu- 
rischen Auflösung algebraischer Gleichungen 
u seben. Die Lösung dieser Aufgabe kann als 
Iurchaus gelungen angesehen werden. WUeber- 
ies bringt das Buch die wichtigsten Lehrsätze 
ler elementaren Algebra in dem Umfange, wie 
ie zum Verständnis der Hauptaufgabe unbe 
inet nolwendig sind Seine Benützung kann 
praktischen Rechnern aufs Wärmste empfohlen 
werden 


\Wıen K“. Fanta 785 


l, POTIN, Formules et Tables Numö- 
ıques relalives aux fonetions eireu- 
aires, hyperboliques, elliptiques 
\vec figures dans le texte. G. Doin & Gauthier- 
\illars, Paris 1925. XVII -- 862. Preis 260 Fr 

Der umfangreiche Band enthält mehrere hun- 
dert, zumeist elementare, Zahlentafeln und For- 
nelverzeichnisse, welche zur KErleichterung nu- 
merischer Rechnungen außerordentlich dienlich 
sind. Beispielsweise sind etwa 100 Seiten den 
verschiedenen Umrechnungen von Winkelgrö- 
ßen zwischen Bozenmaß, Graden, Minuten. Se- 
kunden, Radians usw. gewidmet. Hervorhebens- 
wert sind die ausführlichen Tafeln der natür- 
ıchen Werte der goniometrischen Funktionen: 
auch die Hvperbelfunktionen und ihre Inversen 
werden behandelt. Die letzten 200 Seiten um- 
fassen die elliptischen Funktionen und  Inte- 
srale, ohne daß darin weitgehende Vollständig- 
seit angestrebt wäre Der Druck der Zahlen- 
'afeln, merkwürdigerweise auf blauem Papier, 
st ein sehr deutlicher aber zum Teil außer- 
rdentlich kleiner, so daß die Benutzung des 
Buches manchem Schwierigkeiten bereiten wird 
"in ähnlich umfassendes Tabellenwerk ist bis- 
er in Deutschland nicht erschienen. 

Mises. 790 


Dr. LUDWIG HOLBORN, Direktor an der 
Physikalisch -Technischen Reichsanstalt Char- 
lottenburg. Meß-Methoden und Meß- 
Technik Mit 218 Abb. — Dr. ERNST 
v. ANGERER, Privatdozent an der Techni- 
schen Hochschule München. Mit 28 Abb. und 
I! Tafel. Handbuch der Experimental- 
physik Bd. 1. XV-+ 4848. Akademische 
Verlagsges. m.b.H., Leipzig 1926. Preis geb. 
12 M., brosch. 40 M. 


Dr. phil. ARTHUR HAAS, a. o. Prof. der 


niversitlät Wien. Mechanik der Massen- 


'unkte und der starren Körper. Mit 
36 Abb. Handbuch der Experimental- 
'hvsik Band 2 Akademische Verlagsges. 


1. b. H., Leipzig 1926. XIV --3558. Preis geb. 
OM, brosch. 28SM. 

An die Seite des im Springerschen Verlag 
rscheinenden sroßen Handbuchs, das ım we- 
entlichen den heuligen Stand der theoretischen 
'hyvsik wiederspiegeln soll, tritt das bei der 
\kademischen Verlagsgesellschaft von W.Wien- 
\lünchen und F. Harms-Würzburg herausgege- 
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bene »süddeulsche«x Handbuch der Experimen 
talphysik. Es will in erster Linie alles das zu 
sammenfassen, was für wissenschaftliche und 
technische Arbeit auf dem Gebiet der exper!- 
mentellen Physik erforderlich ist. 

Diesen Zielen angepaßt ist der erste Band 
den Meßmethoden und der Meßtechnik, sowie 
der Technik des Experiments gewidmet. L 
Holborn gibt eine vorzügliche Uebersicht 
über die einfacheren in der Mechanik und klas 
sischen Physik üblichen Meßverfahren. Alle 
Definitionen sind so gehalten, daß sie auch 
dem, der in die Theorie der Sache nicht tief 
eingedrungen ist, verständlich bleiben. Beson 
dere Einzelheiten oder Feinheiten sınd weder 
nach der prinzipiellen Seite (etwa exakte De 
finitionen von Gewicht, Masse usw.) noch nach 
der meßltechnischen hin berücksichtigt. In dem 
zweiten Teil des Bandes stellt E. v. Angerer 
in dankenswerler Weise ein sonst schwer auf 
findbares Material zusammen, das jedem als 
Ergänzung eines Handfertigkeitspraktikums er- 
wünscht sein wird. Es werden hier die Werk 
stoffe und die Bearbeitungsverfahren mit denen 
der Experimentalphysiker zu tun hat, ausführ 
lich besprochen. 

Weniger geeignet für eine Darstellung vom 
Standpunkt des Experimentalphysikers erschei 
nen die Grundlagen der Mechanik. Arthur 
IIaas hal sich bemüht, im zweiten Bande des 
Handbuchs unter der WUeberschrift »Mechanik 
der Massenpunkte und der starren Körper« et- 
was zu schaffen. was dem Gesamtziel des 
Unternehmens sich einigermaßen einordnet. Er 
hat demgemäß aus der Mechanık der Punkt- 
systeme diejenigen Teile ausgewählt, die sich 
mit verhältnismäßig bescheidenen mathemati- 
schen Hilfsmitteln erklären lassen. Das Haupt 
gewicht ist auf die Wiedergabe der Experi- 
mente gelest, die eine Mechanik-Vorlesung stets 
begleiten sollten. Bemerkenswert ıst die schöne, 
von Formeln fast freie Behandlung der Kreisel 
bewegung. Auch in diesem Bande wird auf 
Kinzelheiten, die den Techniker interessieren 
würden, z.B. genauere Versuchsergebnisse über 
die Reibung fester Körper oder ähnliches, nicht 
eingegangen. In einem etwa 70 Seiten umfas- 
senden Schlußkapitel des Buches folgen mathe- 
matische Ergänzungen, die bis zu den Anfängen 
der analvylischen Mechanik heranreichen. Die 
Darstellung ist eine flüssige und klare, wie 
sich denn der Verfasser in diesem Sinne schon 
mannigfach bewährt hal \Mises. 795 


Dipl.-Ing. Dr. ALBERT BETZ, Leiter der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Göttingen 
Wiınd-Energie und ıhre Ausnutzung 
durch Windmühlen. Mit 46 Abb. ım Text 
und auf 4 Tafeln nebst vielen Tabellen. Van- 
denhoeck & Ruprecht, Göttingen 1926. IV 645 
Preis 3,80 M. 

In diesem kleinen Büchlein hat der Verfasser 
es verstanden, eine Menge Stoff zusammenzu- 
tragen, der sonst auch dem mit der Literatur 
Vertrauten nur schwer zugänglich ist. Er 
spricht über die Windausnutzung durch Wind- 
mühlenflügel und Windräder modernerer Art. 











EEE DE LEERE u nn. (EEE EEE nennen on nenn EEE 





244 Buchbesprechungen 


wobei er sich von zu weitgehendem Optlimis 
mus Ternhält, aber doch für die wirtschaftliche 
Bedeulung der Windenergie eintritt. Manche 
der kleinen Rechnungen. die durchweg ohne 
Benutzung höherer mathematischer Hilfsmittel 
auskommen, ist Originalbeitrag des Verfassers 
und läßt deutlich erkennen, wie sehr er über 
der Sache steht. Mises. 799 


M. v. LAUE, Professor an der Universität 
Berlin, und R. v. MISES, Professor an (der 
Universität Berlin. Stereoskopbilder von 
Kristallgsilttern. Unter Mitarbeit von Gl. x 
Verständig. I. Mit 24 Ta- 
> Textfiguren Verlas von Julius 
13 S. Text u. 24 Tafeln 


Simson und E 
feln und 
Springer, Berlin 1926 
Preis I5M. 

Die Resultate der Strukturbestimmung von 
hristallen durch Röntgenstrahlen sind für einen 
weiten Kreis von Naturwissenschaftlern wich 
tiv, Ihre Darstellung muß dahinzielen, die nol 
wendisen Vorkenntnisse und Erklärungen auf 
ein Minimum zu beschränken und den räum- 
lichen Eindruck unmittelbar wirken zu lassen 
Is ist nicht leicht. sich bei den Kristallstruk- 
turen Rechenschaft von den Lageverhältnissen 
der Altome und von der entstehenden Gesamt- 
symmetrie des Kristalls zu geben. Das beste 
Mittel hierzu sind natürlich räumliche AMo- 
delle. die man belasten und hin- und herwen- 
den kann. Ihr für eine größere Verbreitung 
geeigneter Ersatz sind die Stereoskopbilder., 
welche der einfachen Zeichnung überlegen sind 
durch den räumlichen Eindruck und die Ent- 
wirrung der sich bei einer Projektion über- 
deckenden Punkte 
Photographien nach ausgeführten Modellen sind 
öfters angeferlist worden, aber nie zufrieden 
stellend gewesen. Die vorliegenden Bilder sind 
zeichnerisch hergestellt ‘z. T. sind die Punkl- 
lagen errechnel und  vgestatten in der Be 
tonung gewisser Zusammenhänge und Verbin- 
dungen die Vorteile des räumlichen Eindrucks 
mit der Ausdrucksfähiskeit einer Zeichnung zu 
vereinen. Dargestellt sind die einfachsten Gitter, 


Kinfache  stereoskopische 


an denen der Beschauer sich zur Rauman- 
schauung selbst erziehen kann Bravaisgitter. 
Klemente, binäre Stoffe. Der doppelsprachige 

deutsche und englische Text enthält Er- 
läuterungen und Angaben über die Substanzen. 
die in den abgebildeten Typen kristallisieren 
Die zeichnerische, druck- und buchtechnische 
Ausführung ist hervorragend. Der in Arbeit 
befindlichen 
ren Strukturen darstellen wird. sieht man nach 
dieser Probe mit Freude entgegen. 


lortselzung. die die schwierige 


Stuttgart. P.P. Ewald 78 


Ferner sind folgende Werke bei der Schrift- 
leitung eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr.-Ing. L. ZIPPERER in Oppau. Tech- 
nische Schwingungslehre. I. Allgemeine 
Schwingungsgleichungen. Mit 49 Abb. Samm- 
lung Göschen 953. Verlag von Walter de 
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Gruyter & Co, Berlin und Leipzig 1927. 111 8. 
Preis 1,50 M. — II. Schwingungen in Maschi 
nenanlagen. (Torsions- und Biegungsschwin- 
gungen.) Mit 44 Abb. Sammlung Göschen 
961. 123 8. 


Dr. FRANZ PRASIL, Professor an der Eid- 
senössischen Technischen Hochschule in Zürich. 
Teehnische Hydrodynamik. Zweite um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage mit 109 Abb. 
im Text. Verlag von Julius Springer, Berlin 
1926. IX —+ 303. 


Dr. J. FRENKEL, Professor für theoretische 
Physik am Polytechnischen Institut in Lenin- 
grad. Lehrbuch der Elektrodynamik. 
Erster Band. Allgemeine Mechanik der Elasti 
zität. Mit 39 Abb. Verlag von Julius Springer, 
Berlin 1926. X-+365 8. Preis geh. 28,50 A, 
geh. 29,70 .M. 


Dr.-Ing. L. GÜMBEL, weil. o. Professor der 
Technischen Hochschule zu Berlin. Reibung 
und Schmierungim Maschinenbau. Aus 
dem Nachlaß bearbeitet von Dr. E. EVERLING, 
a. 0. Professor an der Technischen Hochschule 
zu Berlin. Mit 37 Abb. Verlag von M. Krayn, 
Berlin 1925. VIT+ 2408. Preis brosch. 12 AM. 


Dr. GOTTFRIED RÜCKLE, Praxis des 
Zahlenrechnens. Rom-Verlag. R. Otto 
Mittelbach, Charlottenburg, 1925. 126 S. 


Dr. THEODOR PÖSCHL, o. ö. Professor an 
der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. 
Berechnung von Behältern nach neu- 
eren analytischen und graphischen Me- 
thoden. Für Studierende und Ingenieure und 
zum Gebrauche im Konstruktionsbüro. Zweite, 
vollständig umgearbeitete und erweiterte Auf- 
lage, mit Benutzung der gemeinsam mit Prof. 
Dr. K. v. Terzaghi bearbeiteten ersten Auf- 
lage. Mit 71 Textabbildungen. Verlag Julius 
Springer, Berlin 1926. VI-+ 208 S. Preis 
geh. 15,60 M. 


Dr. W. v. IGNATOWSKY, Professor an der 
Universität in Leningrad. Die Vektorana- 
Iysis und ihreAnwendung in der theo- 
retischen Physik. Teil I. Die Vektorana- 
Iysis. Mit 27 Textfiguren. Dritte umgeänderte 
Auflage. Verlag von B. G. Teubner, Leipzig 
und Berlin 1926. Samml. Math. Phys. Lehrb. 
6,1. IX + 1108. Preis 5,60M. — Teil I. 
Anwendung der Vektoranalysis in der theore- 
tischen Physik. Mit 14 Textfiguren. Dritte, 
neubearbeitete Auflage. Samml. Math. Phys. 
Leehrb. 6,2. Verlag von B. G. Teubner, Leipzig 
und Berlin 1926. IV -+ 120S. Preis 5,60 HK. 


Dr.-Ing HEINRICH KAFKA, Die ebene 
Vektorreehnung und ihre Anwendun- 
gen inder Wechselstromtechnik. Teil 
Grundlagen. Mit 62 Figuren. Samml. Mathem. 
Phys. Lehrbücher 22. Verlag von B. G. Teub- 
ner, Leipzig und Berlin 1926. VIT + 132. 
Preis 7,60 .M. 


FELIX KLEIN, Vorlesungen über höhere 
Geometrie. Dritte Auflage. Bearbeitet und 
herausgegeben von W. BLASCHKE, Professor 
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ler Mathematik an der Universität Hamburg. 
Mit 101 Abb. Die Grundlehren der mathema- 
tischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen 
nit besonderer Berücksichtigung der Anwen- 
Iungsgebiete. Band XXIII. Verlag von Julius 
Springer, Berlin 1926. VIIT + 4058. Preis 
eh. 24 M, geb. 25,20 M. 

Beiträge zur Geschichte der Technik 
und Industrie. Jahrbuch des Vereines deut- 
seher Ingenieure. Herausgegeben von CONRAD 


MATSCHOSS. Sechzehnter Band. Mit 159 


Textabbildungen und 16 Bildnissen. VDI- 
Verlag G. m. b. H., Berlin 1926. VIII + 354 S. 


Inhaltsverzeichnis der Zeitschrift des Ver- 
eines deutscher Ingenieure 1921 bis 1925. 
Berlin 1927. VDI-Verlag G. m.b. H., 104 8. 
Preis 6 4, für VDI-Mitglieder 5,40 ,M. 

Das fünfjährige Inhaltsverzeichnis, das sich 
auf fast siebentausend Textseiten der Zeit- 
schrift erstreckt, gliedert sich in ein Namen- 
und ein Sachverzeichnis. 


NACHRICHTEN 


Ludwig Burmester f. Mit Ludwig Bur- 
mester ist am 20. April 1927 wohl der älteste 
und sicher einer der erfolgreichsten Vertreter 
der darstellenden Geometrie und Kinematik an 
deutschen Hochschulen dahingegangen. Geboren 
am 5.Mai 1840 zu Othmarschen in Holstein 
studierte er am Polytechnikum in Dresden und 
konnte bereits 1864 das Reifezeugnis für Leh- 
rer der Mathematik und Nalurwissenschaften 
mit Auszeichnung erringen. Burmester besuchte 
alsdann die Universitäten Göttingen und Hlei- 
delberg und promovierte an der erstgenannlten 
1865 mit einer Dissertation über die Theorie 
der Isophoten, die von Enneper beeinflußt 
wurde. In Dresden habilitierte er sich 1871 am 
Polytechnikum und wurde 1872 zum Professor 
der darstellenden und synthetischen Gesmelric 


dortselbst ernannt. In dieser Zeit erschien 
sein erstes Buch: »Theorie und Darstellung ge- 
selzmäßig gestalteter Flächen«, Leipzig 1871. 


2. Aufl. 1878. Die hier gegebene Theorie ist 
für heutige Begriffe merkwüdrig analvlisch und 
enthält eine Ueberfülle von Einzelbeispielen, in 
denen das Ergebnis der Rechnung in zumeist 
elegante Konstruktionen der Isophoten und 
Isophengen übergeführt wird, 

Nach kleineren Untersuchungen über Paral- 
lelperspeklive 1871 und Schraubenflächen 1873 
wandte sich Burmester unter dem Einfluß sei- 
nes Kollegen Ritterhaus immer mehr kine 
matischen Gedankenkreisen zu, die nun auch 
seine noch rein geometrisch gerichteten Unter 
suchungen mehr und mehr beherrschen. So 
die in den mathematischen Annalen Bd. IH und 
I6 enthaltenen Arbeiten über projektiv ver- 
ınderliche und bifokal veränderliche Systeme, 
welch letztere mit der Ivoryschen Erzeugung 
der Kurven und Flächen 2.Grades enge zu- 
sımmenhängen. Aufsätze in Schlömilchs Zeit- 
schrift über affın veränderliche Systeme 1878 
Forts. 1902) bewegen sich in ähnlicher Rich- 
lung und liefern die Grundlage für die geome- 
Irische Behandlung kinematischer Probleme, 
mit denen sich Burmester beschäftigte Dane- 
ben werden auch Aufgaben der genäherten 
(‚eradeführung durch Kurbelgetriebe und Pro- 
bleme der Schiebersteuerung behandelt. Trotz- 
dem hat Burmester gleichzeitig das Gebiet der 
eiventlichen darstellenden Geometrie weiter be 
baut. Hier sind vor allem seine Grundzüge der 
Reliefperspektive, Leipzig 18853, und die Grund 


züge der Theaterperspektive, Allgem. Bauzei- 
tung 1884, hervorzuheben. Mag sich auch die 
heutige Kunstübung von diesen Fragen, die 
schon in der Renaissance- und Barokkultur eine 
hervorragende Bedeulung gewannen, verständ- 
nislos abwenden, für die Bühnentechnik der 
Wagner-Oper und der » Meininger« war die Dar- 
stellung Burmesters der geomelrische Kern, den 
er mit anerkennenswerter Kinfühlung in die 
Bedürfnisse des Theaters aus dem Wirrsal der 
Bühnenpraxis losschälte und der den Wechsel 
der künstlerischen Auffassung überdauern wird. 

Im Jahre 1887 war Burmester an die Tech- 
nische Hochschule in München als Professor 
der darstellenden Geomelrie und  Kinematik 
berufen worden und trat damit in einen neuen 
weit ausgedehnten Wirkungskreis. Seine lang 
jährigen Studien zur Bewegungslehre hatten 
sich zu einem eroß angelegten Lehrbuch der 
inemaltik verdichtet, von welchem der erste 
und einziee) Band die ebene Bewegung be 
treffend 1888 mil einem Atlas von 57 Tafeln 
erschien. Dieses Werk kam alsbald in einen 
voewissen, vom Verfasser wohl nicht beabsich 
listen Gegensatz zur kinemaltischen Schule Reu 
leaux. Bewundernswertl ist die Fülle der veo 
metrischen Ergebnisse. die erundsätzliche Kin- 
fachheit des mathematischen Aufwandes und 
das liebevolle Eingehen auf die geschichtliche 
Intwıicklung des behandelten Stoffes. Freilich 
ıst das Werk schon wegen des Umfanges kein 
Schulbuch, weil eher ein Handbuch, wobei die 
Stoffauswahl in erster Linie nach geomelri 
schen und historischen Gesichtspunkten und 
nicht nach technolovischen erfolvte 

Burmesters kinematische Produktion war mil 
dem Lehrbuch nicht abgeschlossen. Sonder- 
untersuchungen über Machanismen mil Band- 
betrieb ‘Civilingenieur 18809) und übergeschlos- 
sene Mechanismen, die mit der Dreistabbewe- 
sung zusammenhängen Schlömilehs Zeitschr 
15053) sowie Probleme allgemeiner Nalur wie 
die Momentanbewegung ebener Mechanismen 
Praver techn. Blätter 1890) beschäftisen ihn 
noch längere Zeit. Auch der veomelrischen 
Optik widmete er sich in zwei Abhandlungen, 
die der homozentrischen Brechung des Lich- 
les in Prismen und Linsen gewidmet sind 
und für erstere mit den einfachsten veome- 
trischen Hilfsmitteln allgemein die Frage lösen, 
wann ein beliebig verichtetes. dünnes von einem 
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Punkt ausgehendes Strahlenbündel nach sei- 
nem Durchgang durch die brechenden Flächen 
wieder in ein solches verwandelt wird (Schlö- 
milch 1895 

In der literarischen Produktion Burmesters 
war nach Uebernahme der Münchener Lehr- 
stelle eine längere Pause eingetreten, die nur 
1902 durch die schon erwähnte Fortsetzung 
einer früheren Untersuchung über veränderliche 
Systeme, die nun auf den Raum ausgedehnt 
wurde. unterbrochen war, Langwierige Unter 
suchungen über die Perspektive alter Meister 
hatten ihn seit 18953 beschäftiet. von denen 
nur eine lange Reihe sorgfältıgz ausgeflührter 
Nachkonstruktionen auf uns gekommen ist und 
die ın einer akademischen Rede bei der Jahres 
feier der Hochschule 1906 über die veschicht 
liche Entwicklung der Perspektive einen leisen 
Niederschlag gelunden haben. Neu belebt wurde 
Burmesters Veröffentlichungsdrang durch seine 
1905 erlolgte Aufnahme in die baverische Akau- 
ddemie der Wissenschaften ls hatte sıch seit 
IS06 mit den eigentümlichen Sınnestäuschun- 
ven beim monokularen Sehen beschäftigt. wel- 
che hohle Gegenstände, wie z.B. die Gravierung 
einer Pelschaft,. erhaben erscheinen lassen und 
umgekehrt, die sich außerdem in seltsamen 
Verformungen des entstehenden Truggebildes 
bei der Ortsveränderung des betrachtenden 
Auges äußern und endlich dem Trugbilde einen 
eigentümlichen Schimmer und magıschen Glanz 
verleihen. Er stellte die Theorie auf, daß das 
Iruggebilde mil dem Gegenstand ın der Be- 
ziehung der ıinvolutoriıschen  Relielperspeklive 
stehe. bei welcher das betrachtete Auge gemein- 
sımes Zentrum und die sogenannte Neutral 
ebene die selbstentsprechende Ebene ist. Diese 
rein geometrische Theorie erklärt alle Ge- 
stallstäauschungen und hält auch Stand, wenn 
die früheren Erklärungen, wie Tauschung über 
die Richtung des L.ichteinfalles und dergleichen 
versagen. Sie wurde in zwei Abhandlungen im 
der Zeitschrift für Psvehologie 1906 und 1908 
veröffentlicht In ihr kann man die reifste 
Frucht von Burmesters zehnjähriger (reistes- 
arbeit sehen, die an Originalität der Erfindung 
und HFolgerichtigkeit der Durchführung ıihres- 
oleichen sucht. Aehnlich gerichtet ıst Burme 
sters Erklärung des sogenannten Stakelphäno- 
mens (Münchener Akad. Ber. 1914). welches 
bei Beobachtung der Speichen eines sich dre- 
henden Rades, das sich hinter einem Staketen- 
zaun bewegt, auftritt. In einer Abhandlung be- 
titelt »Kinemalische Aufklärung der Bewegung 
des Auges \lünchener Akad. Ber. 1918) wird 
auseinandergeselzt, daß nach dem L.iisting- 
schen Gesetz über die Stellung des Augapfels 
bei einer bestimmten Bliekriehtung ein Rollen 
oder eine Raddrehung des Auges um diese 
Bliekriehtung unmöglıch ist. In das engere 
(Webiet der darstellenden Geometrie führt eine 
auf Anregung des ihm nahe befreundeten Mine 
ralogen P. v. Groth entstandene Studie über 
die geschichtliche Entwicklung des kristallo- 
sraphischen Zeichnens (Zeitschr. F. Kristallogr. 
57. Bd.) zurück. in der mit wahrem Bienenfleiß 
den verschlungenen Weven nachgeyangen wird, 


Ztschr. f, angew 
Matlı. und Mech. 


auf welchen die Mineralogen das Problem der 
anschaulichen Darstellung der Kristalle gelöst 
haben. Eine umfangreiche, als »Geomeltrische 
Untersuchung der Bewegung des Grundwassers 
im Gerölle und der Wasserfilterung dureh 
Sand«!t) betitelte Studie ist ihrem Wesen nacl 
eine Geomelrie der Packungen gleichgroßeı 
Kugeln, insbesondere der engstmöglichen, bei 
wecher jede Kugel von 12 Nachbarkugeln um 
lauert wird, betrifft also wieder ein geometri 
sches Problem. Aber auch die theoretische 
und angewandte Kinemalik beschäftigte den 
hochbetagten Gelehrten, der 1912 nach 29 jäh- 
river L.ehrtätigkeit an der Münchener Hoch 
schule in den Ruhestand getreten war, noch 
andauernd. Außer den schon vor seiner Eme 
ritierung in den Münchener Akademieberichten 
1909 und 1911 erschienenen Abhandlungen übeı 
Kinetographische Verwandtschaft ebener und 
raumlicher Systeme« und »Konstruklionen der 
Beschleunigungen bei zusammengeselzten Me 
chanismen« ist die letzte von ihm selbst noch 
veröffentlichte Abhandlung: »Analysis der mög- 
lichen Beschleunigungszustände eines komplan 
bewegten ebenen starren Systems«?) zu er 
wähnen, in welcher der Fünfundachtzigjährige 
die Theorien seines Lehrbuchs der Kinematik 
erweiterte 

Auf dem Wege über die Kinematlik ist 
Burmester endlich auch in den Interessenkreis 
eingetreten, der ihn im letzten Jahrzehnt seines 
l.ebens am meisten gefangen nahm und dem 
er sich mit jugendlicher Begeisterung widmete 
der Kinematographie. Nicht nur, daß er 
über diesen modernen Kulturfaktor nach seiner 
l.merilierung eine regelmäßige Vorlesung ab 
hielt, die er erst vor wenigen Jahren aufgab, 
nachdem er einen Nachfolger dafür gefunden 
hatte: er analysierte die ruckweise Bewegung 
des Film vermittels des Malteserkreuzrades 
Münchener Akad. Ber. 1919), den optischen 
Ausgleich bei der Zeitlupe (ebenda 1920) und 
die Wirkung des Powerschen Getriebes (Kino- 
technik 1924) eingehendst. Dem modernsten 
flimmerfreien Projektor von Mechau in der 
hinotechnik war seine letzte Arbeit gewidmet. 
die er fast druckreif vollendet hatte. als er 
in sanftem Schlummer in die Ewigkeit hinüber- 


vıng 


\lünchen., Ss Fınsterwalder Sso04 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Ortsgruppe Berlin. Am 
13. Mai sprach in der Berliner Ortsgruppe Hr 
Prof. Trefftz-Dresden über Theorie und 
Praxis des Ritzschen Verfahrens. Sein Vor- 
trag fand weitgehendes Interesse und löste ein- 
sehende Diskussion aus. Zur Beratung über 
Abänderungsvorschläge für das Normblatt Nr 
1305, das Festsetzungen über die Begriffe »Kraft 
und Massex enthält, wurde ein Ausschuß ein- 
gesetzt, bestehend aus den Herren: Melchior. 
v. Mises, Reißner und Trefftz 


I, Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924). S. 33 bis 52. 


-, Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S, 502 bis 519. 
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\m 17. Juni folgte ein Vortrag von Hrn. Dr 
Bartels-Berlin-Eberswalde über »Gezeiten 

scheinungen in der Atmosphäre«. Auch die- 

» Vortrag wurde von der gut besuchten Ver 

ınmlung mil regem Interesse aufgenommen 

Ortsgruppe Göllingen. Die Ortsgruppe 

öttingen veranstaltel am 29. Juni eine Sitzung, 
der Hr. Bernstein über »Die Analyse 

icht harmonischer Periodizitäten« sprechen 

d Hr. Prandtl einen hydrodynamischen 

Im vorführen wird. 

Jahresversammlung Kissingen. Für 

ie Jahresversammlung in Kissingen werden 

\ortragsanmeldungen aus allen Gebieten der 
vewandten Mathematik und Mechanik erbeten 
ııı den Geschäftsführer: Prof. Dr. v.Mises. 

erlin NW 87, Siegmundshof 9 

Sonderveranstaltung Berlin ur 

lie Sonderveranstaltung anläßlich der Werk- 
stoff-Tagung in Berlin im Oktober ds. Js. (vor 
aussichtlich am 27 und 28.) sind folgende 
\orträge vorgesehen: 

\I. Bergsträsser-Götlingen: Versuche mil 
rechteckigen Platten unter FEinzelkrafitbe- 
lastung. 

Dr. J. W. Geckeler-Jena: Unelastische 
Kniekung von Zylindern, Kniekung von ge- 
wölbten Schalen. 

Prof. Dr.-Ing. W. Gehler-Dresden: Die 
Nietverbindung als plastisches Problem 
Dr.-Ing F. Läaszl1loö- Mülheim Ruhr: Die 

Kerbe. 

Dr.-Ing. E. Lehr-Darmstadt: Die Arbeits- 
aufnahme des Materialgefüges bei Schwin 
sungsbeanspruchung und ihre Beziehungen 
zu Ermüdungsgrenze und Oberflächenemp- 
findlichkeit. 

Dr. W. Lode-Götlingen: Versuche über das 
Fließen der Metalle. 

Prof. Dr. P. Ludwik-Wien: Die Bedeu 
tung räumlicher Spannungszustände für die 
Werkstoffprüfung. 

Prof. Dr. L. Prandtl-Göttingen: Ein Ge- 
dankenmodell zur elastischen Hivsteresis 
und Nachwirkung. 

Dr. E. Schmid-Frankfurt a. M.: Versuche 
an Einzelkristallen. 

kın weiterer Vortrag ist in Aussicht gestellt 

‚on Dr.-Ing. E. Siebel vom K.-W.-Institut für 
ısenforschung in Düsseldorf. Ss03 


Preisausschreiben der Wissenschaftlichen 
Gesellschaft für Luftfahrt E.V. Das Preis- 


ericht der Wissenschaftlichen Gesellschaft für 
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Festigkeitsberechnung von rotierenden 
xonischen Scheiben. Ich erlaube mir, zu 
ieser Arbeit des Hrn. E. Honegger!) fol- 
endes zu bemerken: 

I. Das von Hrn. Honegger behandelte Dop- 


') Diese Zeitschrift, Bd. 7 (1927), S. 120. 
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Luftfahrt E.V. hatte in seiner letzten Sitzung 
am 11. Februar 1927 folgendes beschlossen: Die 
Arbeiten der Herren Dr. Welter-Frankfurt 
a. M. »Die wahre HKlastizitälsgrenzex und Dr 
Blenk und Dr. Liebers-Adlershof »Gekop 
pelte Torsions- und Biegungsschwingungen von 
Tragflügeln« erhalten je einen Preis von Zwel- 
tausend Mark. Die Arbeit des Herrn Benno 
HlHesselbach-lHamm i W Verwindungs 
klappe« erhält eine Arbeitsbeihilfe von neun- 
hundert Mark. 

Die Wissenschaftliche Gesellschaft für Luft 
fahrt hat weiter beschlossen, die gestellten 
Preisaufgaben erneut auszuschreiben mit dem 
Kinsendungstermin am 531. Januar 1928, und 
zwar mit den noch zur Verfügung stehenden 
Preisen von dreizehntausend Mark. 

Das Preisausschreiben, dessen voller Wortlaut 
aus einem bei der Geschäftsstelle der WGl, 
Blumeshof 17. erhältlichen Flugblatt zu ent 
nehmen ist, umfaßt vier Aufgabengruppen, die 
betreffen: 1. Materialeignung und Materialprü 
fung, 2. Bausicherheit und Belastungsprüfung 
von Baugliedern und ganzen L.uflfahrzeugen., 
3. Schwingungserscheinungen an Flügeln, 4. Sta 


tik des Tfreitragenden Hlügels Die Preise 
können in Einzelbeträgen bis zu dreitausend 
\lark verliehen werden. (eberdies kommen 


Arbeitsbeihilfen dureh das Preisgericht zur 
Verteilung. 

Das Preisgericht besteht aus den Herren: 
Prof. Everling, Justizrat Dr. Hahn, Prof 
Hoff, Prof.v.Kärmän, IIptm.a.D. Krupp. 
Prof. v. Mises, Prof. v. Parseval, Prof 


Prandtl, Prof Pröll, Prof teißner, 
Dr.-Ing Rumpler, Prof. Schlink s03 


Persönliches. Herr Dr.-Ing. Herbert 
Waener in Berlin hat einen l.ehrauftr»g für 
l.uftfahrzeuebau an der Technischen  Hoch- 
schule in Danzig erhalten. 

Herr Prof. Dr. L. Prandtl in Göflingen 
wurde von der Royal Aeronautic Sociely zum 
hrenmitglied ernannt und durch Verleihung 
der goldenen Denkmünze ausgezeichnet. 


Herr Prof, Dr.-Ing. eh. Dr. phil. h.e. Hugo 
Junkers, der Schöpfer der Junkerswerke in 
Dessau. ist vom Verein deutscher Ingenieure 
durch Verleihung der Grashof-Denkmünze aus- 
voezeichnel worden. 

Herr Dr. Emil Waelsch, 0. Prof. der 
darstellenden Geometrie an der Deutschen Tech 
nischen Hochschule in Brünn, ist am 5. Juni d 
J. im 65. Lebensjahre verstorben 803 


DEN HERAUSGEBER 


pelkegelscheibenrad ist als Sonderfall in der 
von mir?) behandelten Profilklasse 


1=a}ı-k(})" EEE 


3) Siehe Zeitschr. d. Oesterr Ing.- u. Arch.-Ver 
eines Bd. 74 (1922), S. 46. 
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enthalten, die, wie eine leichte Nachrechnung 
zeigt, der von Hrn. Honegger neuerlich abyge- 
leiteten Differentialeleichung von A. Stodola 
venügt, die für diese Profilklasse in die Gauß- 
sche  Differentialgleichung übergeht. Hierin 
sind a, R, r, h dieselben Größen wie bei Hrn. 
lonevuger, k,m, n beliebige Konstanten.) Für 
die von Hrn. Honegger behandelte Scheibe 
ist k I, m n Il zu setzen. Die in der 
vewöhnlichen Gaußschen Differentialgleichung 
vorkommenden ersten zwei Argumente «, B wer- 
den aus den Größen m, n, das dritte, y, aus 
m allein bestimmi Kine Kinsetzung von 
m n Il in die von mir abgeleiteten Glei- 
chungen <IV) ergibt die völlige Uebereinstim- 
mung der Ergebnisse beider Arbeiten. 

2. Der sehr wesentliche Fortschritt durch 
die Arbeit des Hrn. Honegger ist die nume- 
rische Ausrechnung der Reihen für diesen 
Sonderfall und Auftragung von Schaubilderı 
sowie die Durchführung mehrerer Anwendungs- 
beispiele. 


3. Das von Hrn. Honegger berechnete 
partikuläre Integral &, (Gl. 18, S. 124) stimmt 
ebenfalls mil dem spezialisierten Inte- 
oral &, (Gl. A in meiner Arbeit) völlig über- 


ein. Daselbst ist auch die von Hrn. Ho- 
negger beobachtete Tatsache ausgesprochen, 
daß für volle Scheiben für m I und m 2 
in allen Fällen, ganz unabhängig von n, also 
nicht bloß für n Il. die einzige Integrations- 
konstante .==() wird. (Uebrigens ist in Gl. 18 
I wegen R durch R> zu erselzen 
b 

(. Ir. Honegger zieht auf 8.127 die 

Scheibe  vgleicher Festigkeit zum Vergleich 


heran. Wie leicht ersichtlich. entsteht diese 


Scheibenform aus der Gl. (a) durch die Spe- 


| uw“ 
zialisierung X ‚m 2, RR Nn— X 
20 
o: vorgeschriebene konstante Spannung). Die 


Durchführung dieser Spezialisierung in den In- 
tesralen liefert erst die vollständige In- 
sration der Differentialsleichung für diese 
Scheibenform die bis dahin nicht erfolgt 
war und ermöglicht die Behandlung der 
selben unter ganz beliebigen Randbedingungen 
In meiner Arbeit wurde bloß vezeigt, daß die 
Vollscheibe bei Vorschreibung spannungs 
freien Umfangs nicht mehr eine »Scheibe 
vleicher hingegen 
unter den ım Dampfturbinenbau vorzuschrei 
benden, durch die Anbringung des Schaufel- 
kranzes festgelepten Randbedingungen (d.i. Ra- 
dialverschiebung der Scheibe Radıialverschie 


estivkeil ıst,. daß dies 


>) Vergl. hierzu meine beiden Arbeiten in der 
Zeitschrift f. d. gesamte Turbinenwesen 1918. 


/tschr. f. angew, 


bung des Schaufelringes t)) tatsächlich der Fall 
ist. Es sei gestattet, die Ausführungen meiner 
Arbeit hier durch die folgende leicht nachzu- 
prüfende Bemerkung zu ergänzen: Schreibt man 
für den Fall der Vollscheibe vor5): Umfangs- 
radialspannung 96,außen= 6 für r= Scheiben 
radius, so ist auch in diesem Fall die einzige 
Integralionskonsltante ==), d, Ih. die Scheibe eine 
solche gleicher Festigkeit. Hiermit erst ist 
diese seit langer Zeit bekannte, aber mathe- 
malisch mangelhaft hergeleitete Talsache völlig 
streng begründet und ersichtlich, daß die Aus- 
nahmestellung dieser Scheibenfornm eigentlich 
bloß in den beiden genannten Fällen zu Recht 
besteht. 

>. Eine ausführliche Untersuchung — naclı 
Art derjenigen des Hrn. Honegger dieses 
Scheibenprofils unter anderen Randbedingun- 
ven, sowie aller anderen der genannten Klasse. 
steht anscheinend nach wie vor noch aus. 
Mähren), im Mai 1927. 


Alexander Fischer. 


Göding 


Erwiderung. Zu 1. 2. und 3. Die Publi 
kationen und Berechnungen von Hrn. A. Fi 
scher waren mir nicht bekannt; es freut 
mich, daß der von mir behandelte Spezialfall 
mit seinen allgemeineren Resultaten überein 
stimmt. 

Zu 4. Die vollständige Scheibe gleicher 
l’estiskeit hat weder Bohrung noch Rand; sie 
reicht bis ins Unendliche. Soll sie begrenzt 
sein, so ist durch passende Randbelastung da- 
für zu sorgen, daß die Spannungen konstant 
bleiben: dieser Bedingung kann bei einem 
Außenrand leicht genügt werden, während sie 
bei einer Bohrung praktisch nicht erfüllbar 
ist. Da der Spannungszustand immer der 
voleiche bleibt, wie bei vollständiger, unbegrenz- 
ter Scheibe, so wird die Lösung für alle 
"alle durch ein einziges partikuläres Integral 
seveben. 

Bei vorhandener Bohrung könnte an eine 
Scheibe ‘gleicher Tangentialfestigkeitl gedacht 
werden: deren Profil hat aber eine praktisch 
unmögliche Form, welche auch die üblichen An- 
nahmen der Scheibenrechnung unhaltbar macht 

Zu 5. Bezieht sich diese Bemerkung auf die 
Scheibe gleicher Festigkeit, wie ich vermute 
so halte ich sie aus den oben angeführten 
Gründen für unberechtist: das Verhalten der 
Scheibe gleicher Festiskeit ist vollständig be- 
kannt. 

Zürich. den 30. Mai 1927. 

E. Honegger. 801 


+) Vergl. hierzu A. Stodola, Die Dampfturbinen 


4. Aufl. 1910, S 245. 


°») Ss. a, E. Honegger, a.a. OS. 127. (Abb. 6a) 


(Redaktionsschluß 15. Juni 1927.) 
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